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Algorithme de construction d'un treillis des concepts
formels et de détermination des générateurs

minimaux
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RESUME, Dens cat arficla, nows présanions un algerihme pour k caleul 6f la construction du milis des cancapts
larmels e Ndenifcation des péndrateurs minimaus gul sur sant assoces Lobjectil principal de cet algorithime est
dn procure dos bases penangues des rogles © associations, notamment coles. da Duquerno-Gusgues ot Luxambur:
qer. La principale caracinslique oo o algorthme el 1a congliecsion, de manibie simuliands, de Mensemble des
ponoepls, de beur omire ef de 'ensamble des générateurs minimaus associs & chaque concepl.

ABSTRACT. In this articla, wa prasant an algonthm o Bulid & formal concept laflice and tho dentlication of is
minimal geraraian. The obiecliva of Wi alganiihm is fo produce DARAE gEndnc of associalion nies, spechically
those of Dugquenne-Guigues and Luxemburger. The main charncieristic of this alpoeithm is the constructon, in o
RITLERnACE Mmannes of iha 8 ol cancepts, halr ordar and of ™a Bal of mindmeal ganArainrs asscciated 0 aach
GonGepL

MOTS-CLES - Foulle de Données, Analysa de Concepts Formels, Régles d'assccinlions, Gérambsur.
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1. Introduction

Li fouille de donndes est une discipline qui vise & déconvnr des égularitds, dans des bases de
dondes voluninenses, exprinsdes sous forme de régles & assocaations | 1], Les méthodes ou algoriihmes
e découvere de régles asocialives se camciérisemt par lear aspect isdmtif, ce gui lear confére une
complexind expomenticle [1). Plusicars approches cherclent & amélioner les performances des méahodes
d'extruction et & aceroitre lewr capacité i produine un ensemble rédult mas pectinent de coscepts e de
regles [T]. Des études ont notamment sealigng e nombre prohibitif des régles dassociations extoites e
la nifbcessind de définir dies buses pour ces régles | 7], Ces bases comstituent des ensembles rédaits di rigles
informmslives {prémisse minmmade, conséquence maximale) permeitant de pe conserver guoe les rigles les
plus pertinentes, sans perte d information. Lo géndration de ces riegles & associntions informatives pew
s foare par une extraction efficace des concepls ef de leurs géndraicurs minkmaus dssocids.

Plasieurs algorithmes caleulent Fensemble des concepts formels |3, ef certuins vonl jusgu’l lo
construction du treillis des concepis formels 3], DVsotres alporithmes ne s iniéressent qu'h o déter-
indinlion des péndralenrs mimdmais. suppeaant que ke el est ddjih conarul (4]

Mans oot aricke, nous proposens un alpomthme qui coleole, s fur ef § mesere, Vensemble diss
coneepds, leur ordre dinsi guee ensemble diss générateurs minimoos associds b chigque concepl. et e
cin ui seul balayape de la base. Le reste de "arncke st sernsciund comase sull @ La section 2 fntroduin les
principales maims elatives an problEme de comstrection & an treallis des coneepts formels ef rppelle
des notions lides b identification des générateurs. La section 3 déeric le pnncipe de 'algorithme pro-
posd dans cet anbele et qui "insplre des travouy de Mourine et ol (5] et Le Floc'h e ol [4). La section
A illastre le comportement de Palpgonthme sor on exemple. Lo complexite de Dolporithme proposs est
dtudiste duns la section 5. Enfin, la section & conclut Iamicle en rappelant kes principales camciénstigues
de Falgonthee proposé.

2. Notions de base

Treillis de concepis formels (de Gabisis) 3 Un greallis dis conoepts (o ireillis de Galos) comespioned
ivam onfre portie] induit par use relatson binaire & entre deos ensembles © un ensemble &' objels O et on
cnsemble d'anribuaes A La relation ofo indsgue gue obgel o poaside 1 atribot o [2].

Connecion de Gialais 1 La lonction o asocse enwemble des pitnbals §on enaemble dl "ebpels, fandis
que o qui reprisente [ fonction daale de &, assocke Uensemble des obgets communs & un ensembde
' saralrs.

i_-.-.";"'-l — 2wl = (o e dlvo e O (o.a) e R]
i [ ‘!”. Rl .-*] = -Ir:-F_ £T|'v'r1 ed-{onmle '|'-|".'=|

Le .:-m.lpll: |l'.u|'r|'.|'|'u.'ul||:|r.|~. {arh esl une crmeTion die [radein eolre Venaemble des T.m'l.'il.w: dhee €1
I'ensemble des parties de A [2].

Gémérateur mindmal 3 Un géondeaicur minkmal g d"un ensemibde fernet F oest be sons ensemible
mimimal e Foeel gue oo oig) = F e gqe'il n'exise s on géndrbeur 5" lel que " © ogoaves poo
wy') =F.
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Face : Soit NX, Y ) un concept form de "extent X et de Uintent ¥ et soit predy{ V) le ™
prédécesseur immédian de N dans ke oreillis de Galogs, La 7' face duo concept & correspond A la
ilférence entre son mmlent ef UVindent de sonp 5™ prfl.ﬁuuxuurll.‘ﬂ

St p be nombre de prédécessears immeédians du concept . Lo Tamille des foces Fy do concept ¥
s'exprivne par la reladon sufvane @ Fay = 1Y — Detend{gred, {N1].0 2 {1.p]

Hlnqul:nr t Bamil €4 = |{.5| saeiy Lo :I wne Tamille de e ensemibles, Un I_'|||:u,||u:1.|r M de la fonulle 05 est
un ensemble dont |Mintersection oves tous les ensembles ) € € estnon vide [6]. Un hloguesr 8 est dit
el s 53 @ 67 e &' ot exisie aucun Blegueur B de 43 inclus dans 8 6]

Crémératenr ; 5ot le concept Y et sy la fmille de ses foces. Densemble O des pénémtenns asociis
i Mimtent 17 du coscept W, comespomdent pux bloquewrs minimaws de b famille des faces Fly [6].

3. Algorithme proposé

Duns cette sectym, nows présentons un poovel algonthme, gui <" inspoe potamment de la premaéne
partie die alporithme de Mowrine et ol [5], relsiive i In construction du ine des concepis. Le choix
e cet algorihnes est basd sur le Tait gque celui-ci posside la meilbeune complexind [3, 5] par rapport aus
afgerithmeas existants b 1 leune actuslle. En plus de sa complaxité linéare, ocginalité de cel algomibne
réside dans s fagon de décovar les concepts formels et leur stockage dans un trie, I7an autre ofdé,
cet algorithime présente un cenain rembae d'inconvénients que 1Mo pewt résumer comame suit : e caleal
sduentiel des comcepts s de bewr onbne, be retour systémabigue 3§ la base pour calewler e grophe de
couventure des comcepts fonmels et enfin, so limitation au caleal de 1"ordre

Pour pallier i ces incowvdnbens. nous wilisons, doms 'algositme gue pous proposoas dans oet
article, les Sopes de constrsction de tne pour calealer, su for e § mesaine, Vensemble des CismcEpls
formels, I'ordre entre ces concepds (reillis des concepls formelsh, ainsi que lears péndrmtears minimaus,
Les potatbons atilisdes par notre algorithme sont donndes dans e wbleau 1, alors gue son peeudo-code
esldéhini dans Algonithme |

Structure | Champs | Description

F Famille des concepss formels O
L Liste des comcepts caloubss dans une itération §
i Concept Tormel

inten Tntent du coneept £

cxicnl Exient du concept

lmrasiee | Ledde des sncoesseurs immebdiafs du concepl [l concepds g le couvrent)
liste_foce | Liste des (aces do concept O (ln différence oves ses prédécesseurs immiddints)
liste_gen | Liste des péndrateurs minimaux du concept O

Tabbeau 1. NMotatons
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A clsague i ration, "algorithme constril ensembie des comoepts, ensemble des géndratears miii-
s acandidats ef wnoordee I'H1|.EI1|i:E| enine bes cuncepls trouvis, Chague Iuplr.' el | wme sewle fois el an
segl pocés i la base de donndes est nécessaine, LUne idntion esf constitude de deus phases, La premigne
calcule les concepts formels et Ls géndratbon d'un ordre potentie] des concepls, alors que la dewsiibme a
powr objectif de Arnobiser "ordre et caleuler les générateurs minimas,

1. Algorithme GENALL (7]
fnput ; La Basa B
Cispeit - Larbre lexicographioque @8 & ToomSuee, lesfe_gen
Dbt
2 F =0 {"inflizkzalion de la tamille des concepls & lensamble des altribuls®}
2 Pour chague uple ¢ = 8§ Faine
4: L = {"Initalisation de la iste de 'ensemble des concapls frousés dans una Bémation®)
5 Pour chague cancegd ), © F Faire
=8 Cinderad = O irefend M1
T 8i intent & F Abore
& {F*Nousaau concept™/]
a: F=Fug
10; Ceetend = O Leptend LT T
11 e Seee = 1] U{E] Y [}
12 L= LU [FMinsedion iréa")
13 Sinon
1 (- Concept existant™/}
15; Ceetent = O eptenef OO ectent U LT TD
16 S ¢ L Alors
17 L= LU " Insertion tida(}
18 C.LP = {1} u {C} 4 C)
(i Mise & |owr de O fromSuce)
12 Pour chaque 7, ¢ ¢ L"° Faine
o0 Powr chagua Suce & O immSuer Fabre
29; COMPARE-COMCERT| Snne, |
{*Finalisation de 'ensamble des succasseurs mmediats o calcul des ganarataurs mmimau ]
2 Pour chagque concegt O £ 1L Fakre
bl ) P Suce = FIND-SUCC{E, L)
b Pour GhH'dEI Swee & {7 feomSwuce Falra
=5 Jieee s Suer O [(CCAKGl de A face du seccessaur immedaty]
26 Pour Chaque fuce, & Suee liate_Fece Falne
o7, Sweedisle_face = COMPARE_FACE| face, fooe; )

Algorithme 1: Constraction du treillis ddooré por les géndrateurs minimaux

3.1. Calcul des concepts

Dinns cetie phose (lignes 4-21), & chogue ivdmtion. nous initiolisons e lisie L b Censemble vide,
Cetne liste sein ulile pour la fealizotion de Mensemble des successenrs inmédias de chagoe comoepl
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vl bors O e idrstbon. Pour caleuler ensemble des concepls, mous falsons une miersectbon enthe
Iimtent de chogue concept de o famille # et chogee tple dee fa base, Dens cas sont possihles :

By L imtemt n’existe pos dons | fumille (o nooveann concepd est trowve) - 8l doit olors 8tre ajouté,
Ensuite, I"extent est calould A une fagon incrémentabe {ligne 100, Les suecesseurs immiédints potentiels
il co mmvenn ooncepd seronl bes cunepls gt P ond produit Cegme 113 Par B soile, ce mouvenn concepd
ot npousd i la liste L (ligne 12). Motons que inserfion dons cette liste L assere qoe Lo liste 1L est inds
slon Iordre crods=ant des inwems des concepis.

21 Limtem exaste dans la Ganolle @ Vexient do concepl dodt éire mis & jour (hgne 150, e il o
venfeer si e concepd existe déji dans In liste L (lignes #6171 Dans le bug de metire & jour I liste dies
sucoesseurns imnstdiats du concept. et wu gue le comcepd posabde une liste DooeSwee, nous construisons
e liste LJ7 combenant bes concepts qui 1ot prodoit wse nowvelle fois. Ceme Hste e ndeessaing pour
poarvodr faire les comparaisons ef [a mise b joor de o liste fToemdace, En effet, poar chogue élémeni
apparteieant & L ot poar chague ément de Ea liste Do Suee do conoepl. moas bestons " inclusion des
concepls & Mol de b lonction COMPARE-CONCEPT {Hgme 21).

Cette fonction o pour ohjectif de fuire T mise b jour de I lisse PoooeSeee du concept troave, Cedbe lste
s modifide dans deuy cas

1) L' élément e b Hasbe D07 est plus peon (oo o 3 inclesdon ) gue celid de FromeSuee - dams ce
cus, 'ancien soccesseor sera remplacs par le poavenn,

21 Les deux déments somt incomparshles @ le pooveau successear sern alors apsaté b o liste
TS uee die ce comoepl.

3.2, Finalisation des successeurs immeédiats et calcul des générateurs
minimaux

MNows remarguons gue les concepis, trouves lors d' une itération. représentem une branche du treillis,
cesl b iline gue o chiaguie eoncepl | saul b plies gramd b, fows roavons un sitre comcepl, caleuld dang
cefle mEme Hémtion, gqui ke couvre. Pour cgla, nons parconrons la liste [ des concepts frouvés lors
d'une ifration e pour chacun des concegs de I pous ferons appel & kb fonction FisG-500C (lignes
22235 Cente fomction, st hasée sur e fain gu'un concepl de cardinalité w est couver par un conce
e cordimalig [+ 1) ou plus. Pour cela, et éamt donrs gque In liste L es)otide selon ordre croissant
de 1"intent, nows cherchons pour chague concepi de candinalitd o, un coneept gqui le couvre dans la lsie
L de cardinalité (0 <+ 1) En cas e délaul nous passons i la condimalité (n + 2}, jusqu’h ce gue 'on
traive un concept gui le convre, Enswite, noes comparons les concepts en vu de mestre b jour lo liste
TS uee. Une fois la lste des successeurs immédiats (DoemSeeeh du concepl cournt constniie,
s parcoairons cefle lede el pour chugue successeur nous calenbons Uensembde de ses générateurs
minimaes. Four obtenir on tel résulint, nous calculons la face do successeur ligne 251, puis nous I
comparons avec [a lisee des faces qui lui correspondem en Eaisant appel b la fosction CoMpare-FaCcE
(ligne 271 L'ensemble des faces do concept (spccessear immédian ) peul atre mishitié dions dews cas
i finis comme suil

I La foce ¢stoplus petite (en perme d'inclusbon) qu'on élément de Ia Hstefoee | dons co
cas, noos caleubons o o f fevenceface, et nous remplagons Pancienne face par Ta nooselle. 56
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di f ferenee_Foee n'exisie pits duns une des laces de ce concepl, alors sous supprimons chague gé-

né ratear contenant ceite différence cor an nbribut qui n’exise pos dons les faces ne pewl pas exister dons
bes péivtrateurs.

2) La fewer e non comparable avee woutes bes faces die lisde face @ dams ce cas, elbe sera ajounde
dons liste_faee

Lorsguoe la liste des faces est mise i jour. noas wiilisons "algerithme JEM décnin dans [4] pour le
caleul des générmieurs nunlmais,

4. Exemple d'application

St la base de iransacteons dornde par laligure | avee Pensembla d annbos 4 = Joo b doe, Fogoh, i)
et "enscmble des tuples de o base, notds de | 58

™ L as g o
Kioibile(dle | F lgihli Aot G ' ). S
I = = k' o 1 -
it T (e [ me yF e F
7] LT \ g bl
4 ® | = x| x ANV A i d V.
" X s ad H 'rll- -.‘jq' . = s T
q x ® w | x| x { i | [
5 | % ® " e " i | P ¥
G | = % = - . E
T | = P T
-1 — vel Er
Figure 1. Baze de Imnsachions . Flgure 2. Treilis das concepls fonmeds decond par %
Femsambils des Qenaraisuns Mimmac,

A titre d exemple, nows considérons be uple 4 = [eoghi] et lo fomille obtenoe lors des trois isén-
tions précddentes @
F = { | ntwxde fghi, B}, {abg, 128}, {obgh, 23], {obogh, 31 ] ovec ondre suivant ©
[ehg | FmmSaee = {abgh]; [abgk} FronSuee = {etwgh | | abegle) DrmeSwee = {abode Falid ),
Lragplication de algomthme | donme bes rfsultats particls suivanis ©
Premiere phase ; Caloul des coneepis
Pour O = {abode Foli} Nopplication de 'opération d'iversection aves b wple domne un nouveny
cobeepl [acphd].
La famille devient done - F = | {rahw.l'f fahi, H}. [ahg, 1234, [ahglk, 23}, {abegh, §}, {acghi} .
Le calcul de I'extent du eoncept trouvé donne | {acghi |.eztent = {4).
frcgia t lmenSaee = [wbede fghi )
L= {eephi}.
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P bt oo proceaus avde bisis des concepits dxisties dais Lo Gl e
A ki T e cete promiine phase, noos obienons. I famafle sovan
= fufiedef o, #) . fabg. 123} {obgh, 23] (abealic$}, {ooghi A}, [ag 1234], {agh. 24},
[emeale, 4} ]
L omire cibbemn e 3 | aegfid b PromSoer = |alarsde Fahi ) |.‘|.'-|'.| {rrmtare = Ilpﬁ_r”. | enipfed §
Ligeh b FsrnSuee = {abgh b, Jacofi ) Lacgh ) DoreSiee = {abeghi b [acghi |
L Haee L convient | [uag ], fagh], foeah}, {oemhe ] b

Deuxicme phase 1 Finalisation de Uocdre et caleol des génératenrs minimaoy
Pour le premider concept de bn liste L, nows avons {ag] Sovm& e = [whel, (acphi), Le concept
[irgede f igind st de-candinubied {n = 1}, couvre [og} e Jegh | © laeqie ], 1 o done reawsacer [aenii]
par {rgh | e eifer Mancien e pved Jacghd | est fransitif s [ig] P Suee = Lalg ], |agle],
Punir clingue swcceaseur nois calbewlomes fesfe_ Foces ef liste _pen, o gui nows o
[l ] festefove = (b} d'ob |adiy] feste — gen = 4],
L mime irakement estnépéte poor Te successeur jagh | 1 {agh | fiste_feor = [h] ot dagh | feste_qen
[ingphe b T e Saee = Jubgh], faceld | or {acgli} © Lieepli | = rempiscer {aophd | g weglh b ee gl
ibomne A agh | tem o = {whgh ], {oogh ]
Fachopfe fobiatil_Faace = {h] 11 (1)
[} qf) =W Ldome {fi} n'est pas blogueos poar "ensemible des thees { (8], ()}
Comagruetiont de Tensenside des Hl:lq'lu.'un: il cetle el le Famialle
I::! ¥l =i IEIfLJ:I' lil?i-ﬂ.lll ri;.!rrl'_lﬂll'll = {.';H
Lz wsltime (Eavasl est mipde powr aslng seccessam
(s |- P ip S e = [abele frtd ]
[ et Friled | Seti_Farv = [fe Fi A i f § = plusiewrs il { ol Fipled | st _gioin = ela, fid}
Py clhingue géndrstear e Josicgen s calenbons son meersecion aved ko oooviedle o,
Powr (830 {lede [ ] = @ di {1} m'est pus blogueur = calond de Pensemible Cen = | dien, 1.
Eliminarion des blogueurs non minimoos de Gen cd S i, e © ol F O i
[oclade fihed FlEg0e_geni = [l e fud}

hng |a tigore 2, moaes prssentons bt retlis des concepts bromels camplet aves inidicalion de quaehgones
g et rateurs mininaaes eprésenids on pointiile,

5. Complexité

Drans cene secioom, nous:alloas duidier T compdesind dans le pare des casode | algomibme qoe Bous
mvens propisd. Saemt, B ensémble des wples done buse, X Fensemble des anmbars de e bose o 5
Fensemble des coneepis tromvés. L'éaude de a bowcke Fowr (llgoe 55 donne @ P instroction 6 &'eflecnee
eo CN | X ) étant donné gue dang B pare ades cok, noics allons effeciiser idoe iBlerssciion anse Bnis les
bribuls e b b, Linstrogtion 7 & Pt en G451 poisgu'on peot dvolr i ossimom | Y] brmscbes,
Fag ablleirs, - la comlexitd da oo o siruciions 9-12 (pamie abees) dtam midnewne & celle do o
i instrucisom 15-21, nogs ne complabiliserons que cetie dermiene - Cinstructo 5 peut se Fire dans b

pire dex casen O |50 Lo recherchie dans b lsee L (mstractiog |6 eet néalisde en |“:|'[i | dans be pire

=1
ides cms En e, wie idvation el donmer nuolanl de nouyesis, concepis il y o dais (5 Lo sacke
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Powr {ligne 19 peut s répéter au moximum deus fxs, Celle de I ligne 20 se rdpiie |ToemSaee| fois e
la foncton CoMPARE_CONCERT s¢ fat en O X |}, De oz falt, o complesid des instructions 5-21 es
am CH |5 = 21X+ |B| + 'T"r' + X || FvreSieen] |- L instruction 23 s effectue en O | FrneSieee| ), alors
qquie I complexing de Uinstrection 27 esten OF X+ Hste_gen |}, Bar conségqueen, la complesind du bloc
comprenanl les instructions 22 0 27T e on O |:— @ [T Suee |0 |X| 4+ [Jiste_pen| )], Puisque notre
algonthme e répete B fois (houcle Poor de b ligne 2, 1 complessi totale de notre algormthme es
alows en |:'J'|':H|.|.F'|.'I%.||".lr1|:|."r"ur'."|"'.|:|§'l:'! + [tiste_genl ]+ |5+ I%I |. Malyre le fain que notre algorithine
donne plus de résuleats (coleul de UMepsemble des concepis. leur ondre @ ensemble des générateurs
mindmaux associds i chagquee concept) gue les algorihmes de Mourme e al, |3] et Le Floc h e al. [4], sa
1:|1m|'|||::l;i|.|,é resle e landire.

6. Conclusion

Duns cet article, nous ovems propaesé un nouvel algorithme pour la comstruction @ e Fois de Fen-
semble des concepis, ke reillis de Galois et la détermination de " ensemble des génératesars minimaus
asaocits i chaque concept ¢n sous bapieant des travaux de Nourdne 20 al. [5] ex Le Floc'h et al [4),
Les cameténstapes de co poavel algonthme sont - wn balayiege unigoe de la hase of Uobtention des
concepls formels, ke caleul de lear ordre pinsi que les générateurs minimguy associés, En wtilizam
cet algoritlme. la dénvation des bases géndrigues powr les rples d association devient Svidante.
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