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Résumé Le probléme de découpe guillotine est un probléme WP-complet et posséde de
nombreuses applications dans les processus de Gabrication de diverses industries (textle, acier,
bois, verre, etc. ..k 11 s agin &’ optimiser Patilisation d'une enuité disponible en wille limitée en
v découpant des sous- entités prédétermindes confommémen & la décowpe guillodine. Mous
priésentons une revae des approches algorithmigues développées pour différentes varianies du
probléme, fel que le probléme de découpe sans contramies e le probléme de découpe
généralisé.

Mo glés 2 Problemes de découpe, méthodes arborescentes, programmation dymamigue
I I AP S
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I.  Motions generales sur les problémes de décoo pe

D point de voe histonigque, ls probléme de découpe a éte pmé pour ln premidre fois par
koamtarovich [18], Galmiore et Gamary [11] 'onl ensuile géneralisé mux problemes  a deax el a
plasicurs dimensions,

Par la suife, ce probléme a &g wiilisé par d aubres chercheurs ([14,15]) pour Pétude  d auires
variglés du probléme de découps (papier, bots, cuir, verre, ete, )

L1 Famille de probléme de déooupe

Les problémes de découpe sont de pabure diverse. Celie diversité et reliée au suppord o
matéric] comsidérd, auy fypes dobjets {guion appellern pidoces) & placer et sy contraintes
mmipesces sur b Bgon de découper lefs) support(s),

Formellement, une sstancs da probléme de découpe 4 deux dimenaions comsisie & déoouper un
sipport  reclsnoulaine appelé  roclongle  tutldd de dimensions (LAY en petites  pibees
m:l.anﬂula'iru e dmmensions (4, i) el chacune de Frnﬁl & pour i=f,, !.'nhju:l:ir ttanl de
maximiser la somme des ulililés des piboes produsies sur lofs) supportis) 2 découper. De plus,
on it gue lo probléme de découpe et non pondénd si be profit de chague pidoe et dgal 4 sa
surface of pondérd sman,

Dies contraimes addibiomnelles sent imposdes sur la mansére de découper leis) supportis)
disponiblefs) conformdément au maténel de découpe utilisé, Une découpe qui proeduit deax
reciangles est appelé découpe guillanme, précnément une découpe gullaiine sur une plague
rectangulaire  s'effectue d'une seule tranche en allant d"un cdie de s plaque rectangulaire §
anf pppesd hosizontabeiment oo verticalemeit.

L'n ensemble de piéces rectangulaines définid un modéle de découpe i ces piéces peuvent élre
ohienues par une séquence de découpes possibles sur e support dmsponible. Toules les piéces
produsies qui différent des pigces & découper sonl considérées comme des chutes,

# U possibilité comception de modéles de découpe passs par la génération de moddédes de
bands doimt ous distingoons bes catégories suivantes @

& e hande péndrale hovrontale (resp. vorticale et ane bande composde d"an moing deax
pitces de fmdeir fresp. Jorpieir) différentas.

*  Uke bande wiiforme Rorizontale (resp, werticale ) est une bande o toutes bes préces
participanies sonl de méme hauter fresp, lorguenr),

*  Line bande homoene horcomiale fresp werticale) est une bande om il oy 2 qu'on seud
hype de paices participant.

Lima bands apfimale de longwear o et de laiour § (resp. de hautear § ot de boguou ) est une

hande pénérale cecupant La surface medmem de la bande (b)) fresp.(L 310

Si on node par S HEL 5 (UM S (G%) La surface maximale occupée dans use bande
lsomeegéne, uniforme, ef géndrale respectivemend, de longuenr & of de havtewr f, on a
méccasammement S MY sS U s S, (0L
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Un madéle de découpe réalisnble s obtient done naturellement commie combinaison d™un ceriain
nomibre de bandes horzzontakes oo vertieales, Nous retenons bes différents tvpes de modéles de
découpes suivants :

1. Un modéles de découpe gindral (oo dissection géndrale) ot un moddle  conslibes par la
combinaisen do bandes généralos verticales ot horzontabes.

2. Un modéle de découpe smifurme est un plan de découpe realisable constituc uniguement de
bamades umiformes,

3 Unmodéle de découps formerdne ot wie dissectson umiforms pour boguel la solution est
earaclénsie par la répétibion d un seul type de preces,

1.2 Hypothéses sur les différents problomes

Dars mdre élude, bes alponithmes développes sond dédiés aux problemes de découpe v fent
ke hypothdses survanies

#  Les découpes effeciuées sur le rectangle mitaal, sond du type puillotine,

*  Les pigocs 4 déconper somd foodes, une préce de bongueur [ et de hauteur i1 ot différente de
celle ds bongusur i ot de hautewr [

*  Les dimensions des supporis of des pddoes sonl des entions.

2 Un nowvel algorithme pour o résobution du probléme de découpe sans contraintes i

deux dimensions

Le probléme de découpe guilloting non contraint § dews dimensions qui 25t la forme standard
du probleme de découps dans 1o liftérature, 11 s apnt d “optimiser |"witlisation d une emité
dispomible en tmille limitée en v découpant des sous- entilés prédéterminges. L 'entié dispombiz
cat sous forme rectangulaire de dimensions focdes, qu'on sppelle rectangle miteal Les souns-
entités ont anssi des formes rectangulasres qu'on appells pitces disponibles. L'obpectid &ant de
découper le rectanple initial en pidees appartenant i Uensemble des pidces disponibles 8 foud en
minimisant la surfacs des pidess prodeites n'sppartenant pas 0 cel emsemble, appelé chate
(version non pendérés du problme) ou en maximisand le profit total sur les ensembles des
pieces i découpsr (version pondérés),

Mous présentons une nowvelle approche de résolution du probléme de découpe sans contrainies
apphicable aux dews versions pondérée et pon pondérde, notre méthode s appure sur des
technigques de programmation dynamique, of une recherche arborsicenle  avec eritére de
stbection du mealleur & abord.

2.1 Prisentation da prolléme

Unie insdames du probléme de découpe sans contramies quon node par TIHNGC est définie por le
triplet ¢ B8, R =00 est e reclangle insal, oi L el B sonl sa longueur el sa hauleur
reapociivement.  Las sois—ondilds reclanguliines sont reprdsentdes par "ansemble 8§ 5p .0
dans leguel chague pidee o ool de dimensions (1, fl<eI 5,

C= [ e iyl el e vesteus |:|u'i|:|.'|. ila Fil':;.'l:' § i iim anid:l &) La |'n'|.1h||5:rnE comaeale A déau.l.[u:r le
reclangle disponible R en peliles preces rectangulains apparienant 3 8 el gue e profit

enregisind Fix) = E ¢ x,, soil de valeur maximale, ot & désigne e nombre de piéces de bype

i provhnies sur ke support 3 découper .
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U alat qque e probléme TG est pon pongiéns s1 le profit o associée & I piéos ¢ est égnle i sa
surface (o = LR b smon le probléme cst dil pondérs.

Par millewrs, towt programme mathématique dédse au probléme TINGO nécessite [a prise en
charge d une par, des comtraintes addibonmelles qui garamtissent que les dimensions L et 17 i
support ne serakent pas débordées of doautre pard, que les plans de découpe réalisés soient
conforme i la découps guilkiime,

22 Principe de " algor itlime

Motre approche nodds BES se hase sur une procélure constractive permettand d ohienir des
modédes de découpe puilloting sur Uentité inftiale B au moven de constructions verticales of
brizonlalss.

Diéfimitions 1,

d)  Une construction verticale de deux (sous-) reclangles de dimensions (700 et 77,000 est
reprisentde par e (sows-) reclangle de dimensions (el LR Sl

by Une comstroction horiaontale produit un (sous-) rectangle de dinsersions (7, + 5oy 0 000

e} [ans bes deus cas de figares a) @ &), chague (sots-) recltangle # résultant de constructim
virticale ou de eomstructson horeontale &l (500 = (L) et considdnde comme un
reciimgs gailfofine,

A chagque reclangle puillobing ¥ construit, on fait correspondre une fonction  d'ubilite prf el
ums: fonction complémentaine R

gfﬁ'.l a r:pru'.l.l:rplu la semme des |'n'|.1ﬁ1.|: i i'liénﬂ. comsiyinant &

hiR ; désigne une astimation du plan de découpe sur le resie de la surfocs notés & {viir Figure
13 En fonction de cos paramdétnes,

SR = R+ R

comstiiue lo valeur maccimale du modéle de découpe frisable contenant le rectangle guilloding
{comstmat) A,

e processus do constructnm el schdmatiae par une arhorscence dans laquelle chagoe nosmd
désigne un niveau de constrsction,

Les évaluations des bormes mineures of supéricures sont réalisdes o moddhisant le problome
sty forme de problémes de knapsacks unsbimensionnels nsolus par b programmation
dymaimisguie.

H

i)
"

Figure 1 - bes parametres d'@aluation d un rectangle guillotine
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De plus & chagque nivens de Marborescencs, nous exploitons ks sous problémes mdnits (par L
progrommation dynamiquee} pour colouler les bomes mféncures o sepéricures des autres
somimets imdéricurs, Por ailleurs ces bomes sont pussi utilisées pour la sténlisation de ceriaines
bramches par ;

= la n':l;up&mlilm dume  selullon 4 '|'.|.Ir|:ir d'um  nivean  midrieur de
arbomrescence,

= réutibisation des resullats issus de In programmation dynamique des nreusds
en sours i exploration,

221 Beernes supericors sur les sommels

Un plan de découpe optimale poar la région &' ne dépasse en aucun cas bs surface de celle-ci les
résultats swivants  domies ane deseription du trogtement de la régien complémentaire & en tani
ques suriface (harrel, ainsi une estimation d e bome supérieure pour iy7) peat &re obienue par
La résoldution d wn knapsack midimensionise]l relad

Théoréme 2.1 0 Seit & un rectangle guillotme de dimensions (1,8, §, une borme supdnoure
por iR el donnce par |

FiRI = mR + bR

cnah €, "
ol ¢ W'fRI = Ix.ﬂ:l,,-ruax[%hl-_.lE}'I

est bn valeur de La solution du probléme de sac & dos unidimensionnel relacé suivant @

Mach_x}

E{Fuse Z[:_b,};, s S(F)

D=x =pb (FUF)LJEF

SEF1 ddsagne la surface de & F, ail &) les sons-rectangles repidsentds respoctivemcnt pai ¢L-
fo 1 et H-h, i, mbiviest le nombre maximum d apparition de bn pigoe ¢ dans le sous-

rectangle 1.[]
Corollaire 2.1. :
Une bome supéneure initiale pour e rectangle B est donnée par |

Uper{ Ri~1.H max['%h . E.’i‘}

2.2.2 Borne inféricure initiale

la boma de d.l.'Tm'I de  polne n.ﬁ'lnu;hu necemsile s resohitiom  de duatre knqmm:l::l
umiclmmensonnels, dewy knapuali:. mgmhml lim daflirenies handes |:||'.i.i'r|1n|u: herizombales el
verlicales of dews autres knapescks umidmensionneds permetiont de construre deux modides de

découpe réalisnbles, lo premier ot un plan de découpe horromial abteny comme combinasan
des  handes ontimales de différenics hauteurs. le devxieme est un plan de découne verieal
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obienz  en combinant ks bandes optimakes wverbicales de différentes longuenrs. La bome
mférieure mitiale est choisie comme In valeur du melleor modele de découpe parmi ces
modiles construnls,

La mwslélisation des knnpeacks unidimensionnels repose sur les résulints suivants [17]
Ciénération des bandes optimales

Mous ordonnons kes éléments de 5 par ondre croissant tel que =l = b, -2k odrestle

mom bre: des différentes huuicurs des piéces de Tensemble 5, et B = (L5 désigne le rectangle
mitial.

Proposifion 2.1 : Towles les bandes optimalkes horrontales des différentes hawicurs of dz
longueur [. somi générees par la résobution dun seul probleme de sac a dos,
il L= mﬂrgc'.,x

Ky {nc 2!_1‘_, =L
f=

rEN

S nous cotsubénoms mainlemant tows ke déments de 5 ordonnds aelon un ondre crossant sur les
longuewrs, tel que i, s{, s-5{, oir ot lenombre des différemtes longueurs de
IMetemble des padces 5. Alors les différenies bandes verticales sont généedes en veriu du
résultat sunant |

Proposition 2.2 : Toutes les bandes optimales verticales des différantes longueuns of de hauteur
H sond B;E'ml'q'un par la résoletion dm seul ]'mﬂ'rlérnc desac 4 dos.

macF fH | = m.:r.'l;Zn:'__I,

-

k7 s El’l.ﬁl{_i”

X EN

Mlodées de découpe :

La aélecton des meilleures  bandes conduit & la comstruction de modéles de découpe réalisable.
Les dewx résultats suivanis pous mosrent comment slfectoer le chow du meillsur plan d=
découps horizontal (respectriement vertical) générd b partir de combinasons lméamss  des
éléments de 'ensembls des bandes honzentales (respectivemant verticales)

Propasition 2.3, : Un plan de découpe horizontal pour le rectangle ingtinl B =0 est ohienu
par la iésolation dia problme de sac & dos suivant -
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B = max 2 Fo.(Ly,

K () qae 2-’-’,); = H

¥ €N

o reat la cardimalitd de Ueansemble des bandes horzoiales de bongues L. v, at le nombes
d apparsion de ln &7 bamide horeeontake de haudeor &, el de profit &7 L0

Proposifion 24, - Un plan de découpe vertical pour e reclangde instsal 8=, 7 est obienu par
b résalson du probleme de sac a dos sunvant |

B = max Z FoOH v,

KM (L)dsc Z.r__r, <1

KHEN

ok ' emt ln eardmalite de ensemble des bandes verbicales de havtewr & r'l."_ﬂl. lie mewmbre
& apparition de la &7 bande verticals de longuewr |, of de profit = (53 ]

La bome inférieurs mitiale est donnée par 8, (R)=marf 8, . 5__ |

2.2.3 Evaluation des bornes inféricures sur les sommets intdrieurs

Pour foul reclangle guillotine B, on poul lui sssocker doux sclutions faisables possibles en

subdivisant la région F en deux rectangles @ un plus petit noté P veir figure 2x. (ou &, sur la

figure 2b) et un plas grand F, figure 2a. {ou 5 sur la fgare Zb). Pour ces deux rectangles, on

effeciue les opérations suivantes

L On détermine le plan de découpe asiocid au pls grand rectangle, cetle valour et diga
disponihle & partir des procédures de résolution ulilisant b programmation dynamiguee des
knapsacks ﬁ.* AL Lavaleur de la solution obtenue est notée L.

2. On compléte la solutson Faisable aves la melleure solution bomepéne sur be pelit rectangle,
o mobe la valeur de la solufsm par .I".J

Finalement, la valear du mailleuwr moddle de découps famable associé an sous-rectangle
construit & sl donnée par LoweryRl=grRl + L + L,
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{4l 1l
Figure 2. Keprésentation de deus modéles de découpe faisables (a) et ()
pour 'évaluation dwie boime infdrioure sur be rectangle 1.

Le résultal g sull résume de manddre exphoie ks proceduns utilsees poar 'évaluation  dis
boimes inféricures sur ks sommets imbénears, Mo soulignerons § cet effel, que les valeurs
dccssames powr 1'dvaluation des  rectanglos bes plus prand (de la cépaon complémentaine )
pour ke deux solions alematives envisagées, sont 445 dsponibles & partir de la procésdure de
résolution par In programmation dynamigue des knapsacks  enidinensionnels K77 o

57 utiliads pour 1"évaloation de la bome inféricure initiale

Théwréme 2.2, -

Etant donné un rectangle puilloting & de dimension (/. 0k, b, et P, dews rectangles de
dimensions (L, H =k, yet (L =1, 1}, respectivement. Une bome inféreure pour {7 est ;

g(R)+ B (H —he )+ HO(F) 5 SR )= 8(F,)

tiweri B =
(R)+ By (L =10+ HT(R) si S(F ) < 8(F,)

ol 0 8,7 (H -k, dest la valeur de ln solution du knapsack &7 (H - #i ) B (L-1,) et la
valeur de la solubion du knopsack K07(L =0} . HF ) e HYF) dand o valeur du
metlleur plan de découpe homagene pour & respectivement. |7, |

A Approche séquenticlle exacie prur la réselution du probléme de découpe généralise sans
conirainics

Lz probleme de découpe aves un scul suppet en siock st en réalife un cas parficulier i
probleme appelé le probléme de découpe pémérabisé & deux dimensions ((FITRGC), Mous
proposons un algorithme exact  pour In résolubion du probléme de découpe genéralisé sans
confraintes, Je principe de lo méthode développée repose sur Kapphication de o programmation
dymamigue, el en particulier le principe de Gomory [11], @ Pintroduction d'une poavel ke
siratiémie hasde sur le principe de saul de points, gqui permet de réduire [espace de recherche,

A1 Prisentation du probléme

Une instanee du probléme de découpe pénéralisé sans contrmmdes noté GTINGC gt représents
par m supports rectanpulares B de dimensions (L8 7=l m, un ensemble de v préces
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rEu‘lunEuhrim .';.'=r"|'|'l.||]-1...-.|'|'.:..l'r..|'li'. il b vedleir de r.nnfil & avee & la pml-ﬂ. de la ™ pil'.:l:r.:.
Lebjectals étant de découper ensemble des pidees sur les supports en stock de fagon 8

maximiser la renlabilité de chaque support, notéc: F iy j= qu‘,” »ob0 x,, EMN

désions le nombre de pidces de tvpe 1 produites sur le support g, poury = [,m,

Mous supposons que les pigces sond fixées, que In contrainte de découpe est du tvpe guilloting,
et be nombre de découpe puillotine est illimitd {eas sans contrintes de niveas),

32 Fri-rip-u des l‘l.pprul:hr exacie

Défimition 3,1 :  Un suppord rectangulatre nom dommant et un support rectangmiame
dont bes dmmensions (8, 5 g0 viafieat 1'mdgalitd suivante :

Skr#-{'-"- ! 51:-5.”1 I'Illl illu ﬂHr 5-It-lll-

Motre approche wiilise wne procédure qui effecie su préalable, wn i sur 'ensemble des
mipports en slock, en vue de recenser bes éventucls supports  ron-domimmiy. MNous démontrons
que In présence de fels supports peut ére omise sans affecter la solubion optimale du probleme,

Par ks suite, nous rdordonmons [es supports restants selon un ordre crodssant sur les longueurs,
Mous appliguens une procédure basde sur la programmation dynamique sur des rectanghes
fectifs en ulilisant e principe de saul de poink qui consiste & ©

*  Detecier o intérseur du rectangle (Bicbf) considéng les paries communes des supports qu
peuvend étre traités simultanément

*  Mégliger ks parties non concamdes,

L figure 3 illustre |"application de b procédun: dans le trilement de troas supports en stock.

H| "I
(&)
H —
. (41 | (%
Ky s
Fy Ry (11 | 2} (3}
Ly L,z I-:l | P
Figure 3

{a) Trows rectangbes distincis en singk,
(b Traibement des pantics commungs oves ke principe de saut de points.
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Les parties nom mumérotées représentend emsemble des pomds non traikés par 1algorithme,

Pous demontrons que siboutes les longueurs des supports respectaient un ordre croissant, abors
nécessamrement toutes bes hauleurs  respectasent Uordre inverse, Fmalement, en ubilisant 1ardre
sur bes longueurs, nous démontrons lo convergence de Ialgonthme.

Lemme X1: Smi & un imdice d'um support rectangulanc. 5% n'cxsic pas de sapporis
rectangulaings non dominants das La liste dos suppons en stock, alos

Phkilsksmi Lisle atli2Ha,

Théoréme 3.1 : LTalgonthme EAG determine les valeurs de |n selubeon opumale pour 1ous les supparts
rectangulaines en stock (L HL powr J§ = Lo.ni[]

& Conclusion pénérale ¢f perspective de recherche

Les approches gue nous avons £ amends a développer pour la résolution d une classe dilficile
e [mﬂ'rlé'n'le: dis I‘ﬂ-pliminali.-lm combinatoang, en | oecurrence les '|1n:l'|'|n]'u'ru.'|: il -lln'l-ul:-ui'u-, wizhze
e multriude de varebds de techmoues performantes issues sussi bien de lo recherche
opratiemmedle (programmabion dynamgue, methodes houristigues, le, | gue dautres branches
telle gue ks médthodes d miclligones arsficelle (algerithme A%, sirabdgios de Hill climbang).

Lrobjectif principal comsistait 4 rédums effort de secherche dans esploration des
arborescences. Powr oo faime, nous avons dotd bes approches  élabonées de nigles de
cheminement ¢t de procédures  d'dvaluatson efficacss en affinité profonds aves  le schdma
itgratif global, capables d'exploiter au moximam Uinformation résultant de chaque caleul en un
pomamet visité,

En procédant de la sorle, il est apparu que 'on pouvait rédumre de maniére considérable e
nombre de sommets a parcowrr, De plus, la qualité des solutions oblenues est trés proche de
Foptimum pour les méthodes approchdes,

Moms catimons gu'il serail sans doate frectucus d'élasgir les clamps d applhcatim de ces
geives d'approches intelligentes 4 dautres variantes plus compleses, que nous soubaitarons
trasler en perspective, comme les problémes de découpe non guillotine et les problémes de
découpe 4 treds dimensions.
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