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RESUME. MNous considérons des réseaus de Peirl dans lesguels ks relations de Nlots e les cone-
g das places grennenl leurs valeuns dans un monside nSsded. Les opéralions de base de oas
Eiébras, b produll & B reeide. U expriment respeciivemant dans ce conteta 18 production e i3
conpommation de ressourced, permetent denonced & megle de frenchsasaemeant des fesoeus 80U8
8@ foeme habilsaka, Les raseduy de Palrl usuels commaspondant au mondide des entiers nahurals. La
cas ol @ prooull asl non commuiaid. non congidans ici, pemetitall de dacrre das esasus Jonl Be
piaces ol par eeempla des struciures da files . Line algébna de Fein @51 un monoide resitud pour
lequal la ragle de franchissamant a les propaieies aflenduss: associainita, reversibilile, monoions
hous montrons que la classe des algebras de Palrl commidabves colncids avec la sos-variaa
das el nesiduas engencnia par la monaide des enfiers natungls, Mows axhibans una algates dans
cette vanats dont | dasse associea da rassauxs asl rManmains stictemant plus eprassiva gue calia
cas resanux da Pabr,
ABSTRACT. Wa try o identity a ofass of nesduaded manoids, caled Petn algebras, for which ana
can mimic the foken gama of Potr nels in ordor 8o defiee the bohaviour ol thesa paramairic Patri
rezts whase flow relatons and place contents are vakued in soma fixed Petn algebra. Usuad Pairi nats
mo assotinted with the commutatns monoid of natural rumbers. Fifo or Lilo Peti nets can be mod-
efled by cansidering some ran commutathee Pairi algebras. 'We shaw that the class of commutatiee
Petni algshras caincides with the subvansty of residuated [atbces peneraied by ihe monaid of natural
raumiber. We enhibil, oweses, somé commstalive Palr algebea whoss coresponding class of nets is
siricily mare axcpressive fst the class of Peiri nets,

MOTS-CLES : Résehun die Palr, tedlis rdsidubs
KEYWORDS : Petri nets. residualed latfices
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1. Introduction

Le masdtbe des réseaus de Petr a conno depans son inroduction au début des an-
ndes soixante i essor consldérable. Le succés de ce moddle vient du fait gu'll procuns
4 la fois une mithode graphegue de conception des systemes informatiques, logiciels ou
mistErkels, et un panel d'outils mathémtiques pour I analyvse e L transfonmation des sys-
iemes ainsi modélisés, A la base, un réscau congient deux types d'objets @ des paesiions
T et des places P, Les &ats d'un sysiéme modélisé par un réseau de Petri sont par na-
fure distribués : une configurndion d’un résean est une application. aussi appelées mar-
quage. gui associe & chague place ln valeur locale de 1'étt en cetle place. Un changenment
d'étnd do systéme est lié po frunchissement d'une transition et celai-ci n'est conditionné
par, ¢1 ne modifie gue, le contenu des ploces dons son voeisinoge, Cette relation de voisi-
nage et donnée sous 1o forme d’une relation (orienkée ) biportie entre places ef ransitions
V C PxT U T %P On peut ainsi parfer des places d'entrées ™ = {p e P | (p.t) € V)
cle b tramsition &, qui cenditionment e franchissement de o fransition et sont géndralement
modifides par celui-ci. et des plages de sortie * = {p & | (Lp) & V) de {, qui bien
gt égalerment wlleciées par be fronchissement e ln ransition ne conditionnent pas
celui-ci. ' Le domaine des valeurs possibles des états locoux {les contenis des places) dé-
pend Evidemment de b classe de réseans & liguelle on s"inténesse, Une @lle valeur pourra
ere un entier indiguant ke nombre de resources confenes dans T place, un nombre néel
positil borsgue ces ressources somt de nuture continue [3, 6], Lorsgu®une place figure une
proprdeé du systéme, la vérid de celle propriéid dans une configuration donnde est me-
surde par le contenu de Ia place correspondanie ; cette mesure (booléenne, probabilisie,
promsibiliste, foue ) est ément d'upe algébre logique. On suppose done qu'h chague
place p & P d'un ndseau est assockée une algébee A et une configuration du réseau, ap-
pelé marguage, est donnée par une application A @ P — | | _ . A, associant une valeur
Mipy £ Ay b chocune des places du réseaw. La relation de voisinage est munie d'une
valuation A : ¥V — Ur..-:.n-*'l'w“-‘“': gque Aip l} £ Agpour iout p £ Yot M p) £ A,
poar tout g 1% Le fronchissement d une transition ¢ se dédcompose en deus Sapes - une
« consommation = de ressources Alp. ! dans les places d'entrfe p £ " lorsgque ces nes-
sounces ¥ sont effectivement disponibles, c’est & dire si M () 21 A, £) pour tout g < % ;
pais une = prodfuction = de ressources A4, p) dans les places de sortie p £ %, Nous suppo-
5005 par conséquent que les algébres A, sont des monowdes commutotifs Ay, = (Ap, &0}

larelation a J b = 3¢ - a=b3¢ estunorndne (13

1, Bans carians cas 185 ks reseaux de Pebl bormas gl 165 raseauy almantalres e mnchissamen
a5l également condibionne par les places de sorlie mals on peut 58 ramanar au cas pracaden! e
apdand des places « complamantainas « st an madfiant an consdquanca ta miation de franchisse-
ment,

CARI 2004 - HAMMAMET

-432-



Cari 2004 7/10/04 11:58 Page 433 4$7

L imnerpireiat bon et apue o copstmihe O figuse | ibsence d¢ ressounce el | openithn Bpaine
i accumilation de resaources. La oomditgon | 1) & poar consdquences. imnwidaoies ;

afihJah
NCa
gl w g=heil)

Par nilleurs pous devond disposer d'une opéeation de rdsiduation = telle gue o= b re-
présente In ressource. résiduclle obdeome en réticont b b o lomsgoe b © oo On doli par
cistsEgueni aveir

ECn = a=lashEh (24

Moas appelerons pré-struciure de Petn commuiiiive la domede (A, & 00050 un ime-
midde comumilaT et J"une opéraion de résiduation vénfam bes cobditions (1 ed (2) pré-
cédenses. On pose Prelp ] = Mp ) sip€ et Preipd] = I smon et de fagon
symsitrique Paostip ) = Al pl sl p e " et Poal(p, 0] = U sinon, de sore que T e
fntion de tramsition A8 = A exprimant e il que T fransition Fest franchissahble au
mimnguzige 1 el conduit mlors @ nouvess mrquiee W st dorinde par

Mt =M & Wpe P Mip) Z Pre{p th & M'(pY = (M0 re{p, B3 Poslip, )

Un rescan est homopene st towles bes alpzhees: Ay, sont identiques, hypethese qae nous
fi=noms par la suile sachond gue de cas « mialhi-seres » s traltemit de oméme mimiéme
D miéane nows noas limitons ici ao cos commnabl, Aves des monoides non commutatils
venr [ 2] i sernir pessible e modéliser des résamies § files | 100 par exemple,

2. Les réseaux de Petri

Les rézeuus de Petr vsuels comespondent au monotde (7, + 0] des sietiers miturels
Rappelons qu’un résemt de Petri sl une stmectere (P00, Mee Pest) dans laguelle & et
un enzEmihle Aok de plidces, T est o ensemble And e feinfony Wdispoant de Poet Pre,
Post 1T — WY sont des spplications appelées sefations de foes. Lo relstion de transition
A = 0 et donnée por

A = A e AL D Preid] el YL [ Af I'HH]] & Posiifh

clans lagguelle i relation & ondre et les opdrations sont d&finies « point d poind = Le sysiéme
ile tramsitions nims) obieny e détemmimisie o co-géierminisie ce gqui sigmifie que lorsqpe
AT = 00" I donnée de AT et de £ détermine M e, imversement, o donnge de M et e
Fdétermuse M. Rous gqualibesams de pevemsable un systeme de immsimons $erminisie 2
po-deéterminisig, 51a = g, vy €T Tes e suike non vide de Iransiiions noions
Mo o A forwgqe'sl easte ane sulie g momguages M = My, M. oo Mo = M7 lels
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guee M, oy =My powr tont O < 1< 0, On pose par oifkeors Wz >0 ol & T est e
mot vide et A un marquage quelcongue, et on note W [u > inospectivernent [ > 11" |a
proposition 20" A (o = A (resp, A M u = AL S e b £ T soqf deuy, trisifions,
o0

AMlal > M 1 Prela) et (AT = Prefalj+ Pasila) J Prefb)
M Jmax{Prefa): Preta)+ (Prelb) — Post{a)))
AF 3 Pead ) i (L Prelby — Pastla))

M 23 Preia) & {Frelh) = Postin))

t ol

e 4y B N = M oest b ohiTerenee tromgues dommée parao sme =g {in —om)  delle
o ralion ekl carsctensee par In propriéld wmiverselle saivante © poge Lok entiers nalinels
i el g

wtam2Zn & g lacim

O end inductivereat les selatinns de fots s monokbe libee Pre, Posd s T — B en
sl Prod e ) = Pasdlepip] =10 el pour bl o £ T ela =T

Profua) o Peefud 4 | Prefa) © Post{u))
Postinn) = Post{a) 4 ( Pastln) oo Prela))

[t abors lacile de vieilher que pour s g = 70 ous mirguages A7 e A
M =M = M Prlu)er M =M= Pré{ul) + Posb(u)

en particelier Pee(u ] mesure la gquonig de ressources oécessarre au franchissement de
wE T Mes s M Z Preiu) De plus b réversibililé do graphe de mamgunge
AERTINTIRE jEIF

.'H'|1r o 1 = QF::-H.'M:_L-:I M =I:.I”'---”rl.\'l'llr||+f’rr'l:u|

el en particulier [u = A" e AP T Postlu), Enfin les deux comciérisations pré-
cédentes de Io relinon de wnsinon éemiee 5y > X' peuvent Ere combandes sous la
faarrme suivante

-U|'r1 0| 1 A =i | = .r‘."r||r|-ﬂl- .:'If'I = r"rml'{ m| & M f‘.l'l:'lu:l = M &= F'u::lu.t[r.l]:l

3. Les algébres de Petri commutatives

B vvons g ous les calebls précddents neposent sor Lo stnepiore pirticulidee du
mongsde [N, 4, 0} des entiers poturels, Celui<o et cononpgquemeny ordonnd por o 2
m o e dk o opo= b boet ] est pdsldud, c'est B dire que Madditin possitde un
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paeudo-inverse & coracidrisd por la proprided universelle w +m Jp &= n J pom
Si (G, =, 0) est wn growpe commutagil muni d'ume relation &' ordre compatible avec son
addition {i.c. cette demidne est croissantc on chacun de ses arguments) alors son obne
positif & = {r € & | @ = 0} est un sous-monotde de & dont le neutre est non décom-
posable {+ + = 0 = x = i = 0}; inversement tout sous-monoide P de O wérifiant
cete proprictd induit un ondre compatible sur 7 dont £ est ke cone positif comespondant -
R u = dze Py = w4z, Biensirun scus-monoide d un groupe est aulomatique-
ment simplifiable. Si le groupe est de plus ordonné e freillis, ¢ est @ dire que toae poine
d'éléments {u; b} posséde une bome supéricure o L b et une bome inféreure o M8, alors
le cine positif est ésidud ovec a5 = (o = 8 LD (od e — b = a4 [—&))ef est lui-méme
ordonné en irzillis. Evidemment (M, 4, 0] e le cone positif du groupe (2, +,0] des en-
tiers relutifs nveo son ordre wseel | ce dermier est un ordre total et done en particulier un
preillis ot les considérntions précédentes s appliquent, Nows savons par ailbeurs combien
ce proupe des enters relatils joue un ride centrl dons éode strocturelle des réseans de
Petn iéquotion TomBamentale, invorians, siphons, irppes .0 manss que pour 13 mises en
cenvre algorithmicue de la symihese de résenox de Petn (ihéorie des régions [1]),

Proposition 1, 5 (A, 0,0, 2 esd ser moneide de divisibilid (condition 1] avee ane opé-
metieny e résid 101 adfointe & addition, en or sens gue

aEbhde & adcsh (33

aliry ler eoneddifaow |'2_.I ﬁq.hn'mﬂa'l PFidentité # nllh = bE{aSh) on seore & 1 rolerpind
aMhi=ns (e oh) Uee prd-stmiciare die Perrd vériffant o condition (3] et done
oeebemirde o Predllis.

Awee ordre nverse < =21 wne telle stouctere et wm momnide commutanf résidud ordonnd
en treillis aussi appeld treillis commutabil résidud, on sait gue de felles struciunes forment
une vardid dquationpelbe [4, 9). Les groupes commutatifs ordonnds e treillis avec acidb =
a4+ —h] por pésidug en constitsent L sous-viriéd carsctdrisde par |'identitd =2 (0-e ) =
0 dodi il &"ensuit que ke cdne positif d'un groupe commatatil ordennd en treillis est une
pré-structune de Petr ordoanée en treillis, i, 200020 <) est une pré-structune de Petr
commutitive, on définit une relution binaire = sur le prodoit A = A de la maniére suivante.
O node Pre e Post les deux projections canoniques de A = 4 vers A de some qu'on
clément er € A = A s"éerive o = (Prefa). Post{m] ), on définit alors e relation bingine
Zosar A o« A B nide des identitds spivantes -

Prejo o A}
Posi{o 0 )

Prefo) & {Pre{d) o Post{eo)
[ Post{on] & Pre(d)] & Post 3]

ﬁﬂﬂﬂﬂﬂi{ll L Ponr h*.!.'p.rr'-.ﬂ'r.l.n:'nrn'.-.' e Pelrd commminiaiives L'ér.!'lﬁ-ml Iny cemmedidioo -I'.;j'.

liew comiclftiemin viefvearies somd l‘.l:llur'l.'mlmfﬁ.'.'

I3 L opwirentinon &0 et associafive
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I} L idearnidd sanlvanie @0 sl
(b} pa=(be(use)) @ (e s a) il

3 Lé peiredbele el abmplifialils J o H =g 53¢ = li=¢
A Lllabesnndd wisvaide #of safixfuite

juiz bl Sb=a (51

Petinition X Ulre alpdbine de Petrd commarotive (AL 500 S, 20 et i moomoiohe comming-

tarf dv vt {oondition [ L simplihatle feomdision 3] vt o edsida adfet
o L addirion oemdition 2 vérifiom fa comdition (21

O défimil pndectivement les applications. Pre, Post © 7 = 77 — 1 en posant guie
e} = H"'r'r“r. Wl .f"fh'l”‘ll. i Fliw =T — A5 A e |'|.|||||-.*-|.|.|-_| I|'|l1|'|ﬂ1!:t'|'l' e
incnodes 1e] gque les images 20p ] = (Pralp 0}, Pogt{p, 1] des péndrateurs § £ T sont
donnies par les relagons de i du sésean. On g slors

Pre(pns) = Postlpnz) = 0
Predp ) = Pretpon 10 Predp, o) © Postin, p))
Ju.-ufl:f.l T |.|'-"'n.r.|'"| rl:ll i P:-r.u:_ pl_:.| ij P,,-_._.,,-“F_ i

Proposition 4. Lo selution de pransition péndmiisée Mu > M siipafamt Uexisience o wote
suite de framsiviome dguetde o oallant oo A & MT est donnde par e goeloongne
dles Frens comdifions Sguivelenies sunanries %%

B P AW (e 2 Prelp, et M= (MU = Predp i) S Postip, )

e B ph O Pl (poud et Mpl = (M p) = Postlp, w}) i Prefpu)

NTpe P M{p) I Prafpou) 2 A0 p) 3 Post(poul et Mipl s Pre(poa) =
Ma) = Poatip wl

En utilisant des nésiliais récents sar les GMY-dladhres (13, Th et en obhservani qoe Les
alpébris de Pelr commutatives est une vandid somorphe & une sous-vanéed de GMY-
alpibres been identifice. on dédult goe |

Propusition 5. Lew algabres e Prir commpteniyes coieidend e fis edmes peesitiiv des
Arcies commptanls oo en teeillis. Per aillerrs cex demiees conrstitwent o
WEIRLE- VT eles gt s cerdkomniy o Bl evigend re paer 2, 0f Ty ey posi-
difs (e, Ve adydbires de Perrd cowmmdetives ) ead ba sirosoonridrd des foolllis eisidinds
erpennlide oy M
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4. Les réseaux lexicographiques

Line place g dont le type Ay, est une sous-algebre d'un produin d algébres de Pen
commutatives £, S Ay =m0 Ay peut Eire remiplacde par oo places py, oo de pes
respectifa Ay, ..., Ay, Un eésubial classique d"algébre universelle dit que toute algibre
el i procuil sous-direct d"algébres irmdductibles

Propositien 6. Une algébee de Peird commtative est sous-divectement ireddietible si, of
seafement &, elle ext ibaleorent ordonnde et l'ondre g 2 0 = kel ko
ext e reladion en _|'i.l.r|'.u|.r'r~'.

Moz povons par aillesrs exhiber une algebre de Pen commuatatve dont bn clisse asso-
cide de reseaus st stmclement plus expressive que bes réseaus de Petri. 113 agil du cdne
positive du produir lesicogruphigue de Zoavee ol méme ; Ly = (Z 0 E)7' Le produm
lexicographigue de deux groupes ondonnés G et B est le groupe produin = 5 mun de
Fordre lexicographicgue ;

(r.0) Soen (2.10) & <z’ o (feg=2"at p<yp

S5iGer M osom des growpes commautatifs wodement ondonnés, il en est de méme de leur
procluit lexicogrophigue. Par ailleurs oo produit est associatifl et on pewt définir indwcti-
vement L, = (B pour tout ordinal o en posant Z°Y' = E7 0 T et en munissant
le proupe des suites d"entiers Z° Borsque e un ordingd limite de ordree lexicographigue
difini comme suit - & < 4= B, @ OU u = 1ol

Uit £ dF<caWy<i e =r el ug <y

Medons 1wk m U élément (0, m) € ZoZ el considérons le réseau sur Ly ayant une seule
pluce P = [p} et deux trunsitions T° e (@] ovee bes relations de fots Predp,a) = o,
Pro(p b = 1 et Postip,a) = Post(ph] = 0, & partr du marguige il w0 noos avons
o ume part T tromsation wfe = 0et d putre par Ty saite infivie de transitions

wib =1l w—2.,. ||'J':- L=l s

I n'ese pas possible de wouver un résead de Perni ayant le méme graphe de marquage
ou ke méme langoge. En effer du conflit entre les rransitions o el & au marguage ini-
tial, nows déduirions sinon Pexistence d'une place ptelle que Pre{p, a) + Preip b =
Mulpd = Prafp.a), Pre{p b) fen particulier Prefp, al, Prelp b = 0) et Pre(p b] —
Postip ] = Malpl — Predpoa) (o n'est plus franchissable oprés by, et done Prelp, i) —
Post{p ) =0 co qgui contredit be foit que & soit infiniment franchissable poisque

Myl = M, == K,lp) = Muip] —n = {Pre{p.b) — Post(p, b))
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5. Travaux futurs

Moss avens défini dans cet article ce que sont les alogébres de Petri « commugatives =
sans préciser oo que noas entendons par algébre de Petri de fagon générale ; si tant st que
cefte notion soil définie, ¢'est i dire que Uensemble des structures en question fommeent
une varéd éguutionnelle. Des propositions préliminaires ont &8¢ fites dans [2] ol deux
reghes de franchissement ont éié considéndes conduisant & distinguer des néscaus « b files =
gl des réseonx « i piles = Cetle éude sern reprise, critigueée et éiendue sur [n base des
présents résultats, Par aillewrs les résequx lexicographiques sont une exiension stricke des
réseaux de Petri muis les deux ont beaucoup en commun (en particulior ln méme théore
(indguationnelle), Cetle classe de méseaus semblail par conséoguent une bonme condidale
poar tre une exlension non irivinde des réseaux de Petn pour Laguelle les principaos
résullatsiechnigues des réseaus de Petn serient encore applicables, Des éudes ont @@
miendes dans ce sens [B] montrend au contrre gue Ty plepan des propriéiés de base de ces
réseass sonl indécidables.
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