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RESUME. On applique deux méthodes de Monte Carlo & des modéles a espace d’état avec para-
meétres inconnus. La premiere est un algorithme de Monte Carlo par chaine de Markov. La seconde
est le filtrage particulaire. Nous comparons ces méthodes sur un modéle d’évolution de la biomasse
dans une pécherie.

ABSTRACT. One applies two Monte Carlo methods to state space models with unknown parameters.
The first one is a Monte Carlo Markov Chain algorithm. The second one is the particle filtering. We
compare these methods applied to a biomass evolution model for fisheries.
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L’inférence baysésienne des ressources naturelles fait depuis quelques années appel
aux modeles non linéaires a espace d’état. Associés aux méthodes de Monte Carlo par
chaines de Markov (MCMC) [6], ces modeles ont rencontré un certain succes car dans ce
domaine les séries d’observations sont courtes avec une fréquence d’observation longue.
Il est alors donc possible de faire appel a des méthodes non séquentielles, des méthodes
“batch”, comme les MCMC. Ces méthodes sont itératives et une des difficultés de leurs
mises en ceuvre réside dans le critere d’arrét.

Ce domaine d’application est clairement bayésien. En effet, on dispose de peu de don-
nées et celles-ci sont trés bruitées (“poor-data™). Il est donc nécessaire de faire appel aux
compétences des spécialistes du domaine afin, d’une part, de proposer des systemes dyna-
miques modélisant I’évolution des phénomenes considérés et, d’autre part, de déterminer
les lois a priori correspondant aux parametres inconnus du modele.

Il est intéressant de faire appel a des méthodes de filtrage particulaire (PF) [5]. Dans
leurs versions de base, ces méthodes ne sont pas itératives et sont séquentielles, elles
traitent les observations au fur et a mesure de leur arrivée. Notons que cet aspect séquentiel
n’a pas d’intérét dans les applications concernées ici.

Bien que fondées sur le méme principe de simulation de Monte Carlo, les méthodes
MCMC et PF sont treés différentes de par leur nature (théoreme ergodique vs loi des grands
nombres) ainsi que par leur mise en ceuvre (itérative vs non intérative).

Nous présentons les modeles non linéaires a espace d’état qui sont en fait des modeles
de Markov cachés a espace d’état général. Apres avoir décrit les méthodes MCMC et PF,
nous développons le probleme étudié.

1. Modeéles de Markov cachés

Considérons un modele de Markov caché (xg.7, y1.7) a valeurs dans R™ x R et dé-
pendant d’un parametre 6 inconnu. Le processus d’état non observé x; est une chaine de
Markov homogene :

de loi initiale u? (dz) = P(xo € dx|d = 0),
de noyau de transition Q¥ (x,dx’) EP(x; € da'|0 = 0, %1 = x) .

Le processus d’observation y; est une suite de variables indépendantes conditionnellement
a I’état x, et au parametre 6, et la loi conditionnelle de y; ne dépend que de x; et 6, i.e.

P(yrr € dyr7|0 = 9, %07 = To.r) = [[1—y Plys € dyi|0 = 9,x = 2) .

On suppose de plus que la loi conditionnelle de y; sachant x; est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue et on pose :

Po(y; € dyl@ = 9,x; = x) = Y (z,y) dy .

Revue



Analyse bayésienne de modéles markoviens 3

Les éléments du modele, a savoir uﬁ, Q”S et @ZJ? , dépendent d’un parametre inconnu 6 a
valeurs dans RP. Ce parametre est supposé indépendant de tous les autres termes et on se
donne une loi a priori

v(d¥) = P(H € dv).

2. Méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov

Le but est de proposer, & partir de 1%, Q7, 9?1, et v, un algorithme de construction

d’une chaine de Markov ergodique (x(()]f:)p, 9(’“)) wen dont la loi invariante est la loi a pos-
teriori

nr(dzo.r, dyi.r) = P(xo.r € dzo.r,0 € di|y1.r = y1.7) - (D

Ainsi le théoreme ergodique implique que la mesure empirique associée aux différents
états explorés par la chaine converge vers la loi cible 7.

Nous présentons 1’échantillonneur de Metropolis-Hastings hybride. Cette méthode fait
appel aux lois marginales conditionnelles :

To =t (AT, D, y17) = Plxe € daelxy = 24,0 = U, y1.7 = Y1.7) -

Partant d’une configuration initiale (xé?)T, 0(©)), Pitération k — k + 1 consiste a choisir
un indice ¢ au hasard et de mettre & jour xgk) en deux étapes : On propose une nouvelle
configuration selon une loi de proposition

%o~ i (dag x5 00 )

t|-t
k+1) _ o .

On pose xg ) X; avec probabilité

" < p (k) p(k)

def ft(Xt) Al N def Wt\ﬁt(dmt‘xﬁf, ,0 1y1:T)

= ou Ty) =

ft(XEk)) ft( t) Wf{fﬁpt(dl’t‘X(ﬁki)79<k)ay1:T) ’

et XEIH_ ) = xik) avec probabilité 1 — «. Il existe des lois marginales conditionnelles de

" prop
proposition Tyt

facon similaire.

adaptées au cas étudié ici [1]. La mise a jour du parametre 0 se fait de

3. Méthodes de Monte Carlo séquentielles

Le contexte est ici 1égerement différent, le but est de calculer séquentiellement un
approximation particulaire de

pe(dz, dI|yi4) = P(x; € dz,0 € dV|y1.e = Y1:t) - 2
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11 suffit pour cela d’introduire un processus 6; dont la dynamique est
O =011, bp ~v. (3)

Le couple (x¢, 0)¢—o.7 est markovien. On peut écrire le filtre bayésien optimal et séquen-
tiel qui donne de fagon récursive I’expression exacte de

pe(dx, ddy1.+) = P(x¢ € dx, 0y € dO|y1.+ = y1:¢) -

Cette expression n’est pas directement accessible, il est nécessaire de faire appel a une
technique d’approximation. La technique rencontrant le plus de succes a I’heure actuelle
est le filtrage particulaire [5].

En pratique, la partie “statique” (3) de I’équation d’état correspondant au parametre est
traitée a I’aide d’une approximation particulaire a noyau [3] . L’autre partie de I’équation
d’état peut étre traitée par la méme technique ou par un simple filtre “bootstrap”.

Partant d’une population initiale (x, 6 );=1.n de N particules échantillonnées selon
u? (dx) x v(dd), Pitération t — 1 — ¢ se fait en deux étapes :

mutation : on pose x._ ~ Q-1 (xi_,,dx’) et 0 «—0;_ pouri=1:N.

redistribution : on pose w! Pli- (xi_,y:) avec Zfil wi=1let
. N
| i X;— N\ o indé =1
[93] Zth ({02 } ,H, > indépendamment pour ¢ = 1 : N.
i=1

La matrice H}Y est notamment fonction de la covariance empirique des
particules prédites a la mutation [3].

4. Exemple : un modele de pécherie

On présente ici un exemple déja proposé dans [1]. Les techniques d’estimation des
stocks de péche visent a évaluer I’impact de différents scénarios d’exploitation et de cap-
ture sur I’évolution de I’abondance d’un stock de poissons. Cette abondance s’exprime
en poids total de poissons vulnérables a la péche (biomasse). L’accroissement de cette
biomasse integre I’augmentation du poids moyen de chaque individu ainsi que le recru-
tement, c’est & dire 1’arrivée chaque année de nouvelles générations de poissons. A 1’in-
verse, cette biomasse décroit du fait de la capture (mortalité par péche) ou d’autres causes
(mortalité naturelle : prédation, maladies, etc.).

Pour chaque année ¢t = 1---T d’une période de T" années, B; désigne la biomasse
en début d’année, C la biomasse capturée en cours d’année et I; un indice d’abondance
du stock. Cet indice, mesuré chaque année, est la capture par unité d’effort (CPUE). Les
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séries C.7 et I1.7 sont données. Le but est de déterminer, au sein d’une classe de modeles,
lequel s’ajuste le mieux aux observations.

A la suite des travaux de Meyer et Millar [9], on adopte une formulation 2 espace
d’états non linéaire d’un modele aux différences avec retard (delay difference model) de la
dynamique de la biomasse et de I’observation de 1’indice d’abondance de cette biomasse.
Ce modele a été introduit par Deriso [4] et généralisé par Schnute [10] (voir Hilborn
et Walters [7] pour une présentation générale). Dans la représentation a espace d’états,
les indices .7 seront considérées comme les observations, By.7 comme les états (non
observés) et C.r comme les entrées.

Les parametres du modele sont ajustés aux données par la procédure de Metropolis—
Hastings hybride décrite Section 2.

A I’année ¢ 1a biomasse B est :
B =Y,y Wa Nay )

ou NN, ; est la taille de la population d’4ge a a I’année ¢, w, est le poids moyen d’un
individu a 1’age a, k est ’Age de recrutement (age auquel on estime que les poissons
viennent s’ajouter a la biomasse). Le premier terme R; = wy Ny ¢ dans la somme (4)
est le recrutement de 1’année ¢. On suppose les individus de la biomasse uniformément
vulnérables a la mortalité naturelle et a la capture. L’évolution annuelle de chaque cohorte
(population d’individus de la mé&me classe d’age) est donc décrite par :

Na,t = St—1 Na—l,t—l » )

ou s;_ est le taux de survie a la mortalité naturelle et a la péche. L’évolution de w, est
donnée selon la relation classique de croissance du poids selon I'ge : w, = weo (1 —
e " (“_“0)) pour a > ag ol ag est ’age auquel w,, = 0 et & > 0. Cela conduit a :

Wo = (14 p) Wa—1 — pWa—2 (6)

ol p = e " € (0,1) est le taux de croissance. Les expressions (5) et (6) dans (4)
conduisent a la récurrence :

Bi=(1+p)si—1Bi—1 —psi—18t—2Bio+ Ry —psg_1w Ry (N

avec w = wy—1/wg € (0,1).

On suppose que les causes de mortalité naturelle et de mortalité par capture agissent

de fagon indépendante sur I’ensemble des poissons, ainsi s; = s/ sI" ol le taux de survie

2 la mortalité naturelle s est supposé constant (s¥ = e~ avec M > 0), et ou le taux
de survie a la capture est s/ = BtB;fCt. Le recrutement est ensuite supposé constant, i.e.

R = R;. L’équation (7) devient donc :

_ —M Bi—1—Ci_1 —2M Bt—1—Ci—1 By—2—Ci_»
Bi=Q1+p)e ™ =5 Bi_1—pe B, 5, Bt—2

+R(1-peMuw 73“1;;?“1) .
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Avant la premiere année ¢ = 1, les captures sont supposées nulles C;; = 0. La
biomasse est supposée étre a son équilibre jusqu’a I’année 1, i.e. B;<; = K ol K est un
parametre inconnu (la biomasse vierge). La biomasse a I’année ¢t = 2 est donc :

By=(1+p—pe™)e™ (B —C1)+R(1—-peMuwBzer).

L’équation d’observation non bruitée est de la forme I; = ¢ By pourt =1---T, ou I; est
un indice de biomasse relative et ¢ est un coefficient de “capturabilité”. Les processus de
bruit d’état et d’observation sont supposés multiplicatifs et lognormaux, ce qui respecte
mieux la nature du probleme :

By = F4(R,K,Bi_1,Bi_2) x e7w Wt | (8)
It:thXe"VVt, (9)

pour t = 1---T, Wy.p et Vi.p sont des bruits blancs gaussiens N (0, 1). L’expression
exacte de ces fonctions et ce modele sont détaillés dans [1].

: e imit L 2 2 s (B,
Pour revenir au modele initial on pose 0 = (K, R, q, oy, 0¢1) et x; = (BF1 )

5. Conclusions et perspectives

Nous appliquons les algorithmes précédents a des données simulées comparables a
celles utilisées dans Meyer et Millar [9]. Ces derniers font eux mémes référence aux
données de Pella—Tomlinson sur le thon albacore 1934-1967. Dans ces premiers essais,
les variances 03 et o7, sont supposées connues.

Un résultat obtenu par la méthode de Metropolis—Hastings hybride est présenté dans
la Figure 1. Il faut noter que 1’algorithme converge tres lentement : la chaine tend tres
lentement vers son régime stationnaire. Dans la Figure 2, nous comparons le filtre par-
ticulaire et la méthode MCMC. Les résultats sont comparables, on note toutefois que le
filtre particulaire présente un peu plus de variance. Ceci est cohérent avec le fait que le
filtre particulaire donne une approximation de loi(x¢, f]y;.;) alors que la méthode MCMC
donne une approximation de 10i(x;, f|y1.7).

En pratique, le critere d’arrét de la méthode MCMC est difficile a mettre en place
et la méthode MCMC nécessite beaucoup plus de temps calcul que la méthode PF. Afin
d’accélérer la vitesse de convergence, il nous semble intéressant de proposer des méthodes
MCMC en parallele et en interaction [2]. De méme, il est possible d’améliorer la partie
mutation de la méthode PF et de développer un algorithme de lissage. Ces extensions sont
en cours d’étude.
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Figure 1. Méthode MCMC : e Les figures du haut a gauche présente les trajectoires des
chaines k — (K™ R® B ) elles permettent de constater que I'algorithme MCMC a
atteint son régime d’équilibre. e Les figures du haut a droite présentent les lois a poste-
riori empiriques correspondant respectivement a K, R, B1gss. ® La figure du bas présente
I'évolution de la biomasse Bi.r ainsi, que pour chaque année t, la représentation en ni-
veaux de gris de la loi a posteriori empirique associée.
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