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RESUME. Le but de ce travail est de développer des indicateurs d'erreur a posteriori pour un probléme
d'écoulement diphasique dans un milieu poreux. Nous allons utiliser la méthode des éléments finis
mixtes pour résoudre I'équation de pression et le terme de diffusion de I'équation de saturation.
L'adaptation de maillage basée sur ces indicateurs s’avére un outil efficace pour la réalisation des
tests numériques.

ABSTRACT. The aim of this work is to develop a posteriori error indicators for a flow in porous media.
We use a mixed finite element method to resolve the pressure equation and to calculate the diffusion
term in the saturation equation.

The mesh adaptivity via this family of indicators is an efficient tool for the numerical tests

MOTS-CLES : Méthode des éléments finis mixtes, adaptation de maillage, estimation a posteriori,
milieu poreux.
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1. Introduction

Nous présentons dans ce travail une analyse a posteriori d’un modele d’écoulement
diphasique incompressible immiscible dans un milieu poreux, approché par un schéma de
volumes finis, dans le cadre de la récupération secondaire du pétrole.

Les techniques d’auto adaptation de maillage basées sur les estimations a posteriori ont
connu un grand essor ces derniers décennies. Elles sont devenues un outil indispensable
pour le calcul scientifique des équations aux dérivées partielles approchées principale-
ment par la méthode des éléments finis[1][2][8].

Le probléme d’écoulement diphasique peut &tre modélisé par un systeme d’équations el-
liptique en p et une autre de type convection-diffusion en s. L’analyse a posteriori de
I’équation elliptique a fait 1’objet d’'une communication a la conférence internationale
MAMERNO7 a Grenade (voir [5]), cette équation est approchée par une méthode d’élé-
ments finis mixtes ou la vitesse totale de Darcy et la pression seront approchées respec-
tivement dans 1’espace des fonctions constantes par morceaux et 1’élément de Crouzeix-
Raviart[4].

Maintenant nous allons approcher le terme de diffusion r par une méthode des éléments
finis mixte de Raviart-Thomas de bas degré RT?, tandis que le terme de convection sera
approché par un schéma explicite decentré amont de type Godunov.

Dans le prochain paragraphe, nous allons présenter le probleme modele qui sera constitué
de deux équations. Dans le troixieme paragraphe nous rappellerons 1’étude de la premiere
équation : nous allons définir les espaces fonctionnelles utilisés, ensuite nous décrirons la
discrétisation du probleme envisagée par un schéma de volumes finis et nous démontrons
une borne supérieure. Cette borne est fournie par des indicateurs d’erreurs locaux. L’ étude
de I’équation de saturation se fera dans le quatrieme paragraphe. Nous terminons par des
tests numériques réalisés par le logiciel FreeFem++[6].

2. Position du probléeme

Soit 2 un domaine borné de IR? de frontiere lipschitzienne 92 qu’on suppose dé-
composée en troix parties disjointes de mesures strictement positives I'y, I'y et I's. Pour
simplifier nous allons négliger les effets des forces de gravité (i.e. nous supposons que {2
est horizontal).

Le systeme d’équations que nous allons étudier est obtenu a partir des lois de conservation
de la masse des deux fluides (I’eau et 1’huile) et de la loi de Darcy. (I’eau sera indexée
par la lettre w et I’huile par la lettre o)

0
E(qﬁ&') + divu; =F, inQx[0,7] i=w,o
Uy = —K)\ini in  x [O,T] 1 =w,0
Sy + 5, =1, in Q x [0,7)
Pe(Sw) = Pw — Pos in Q x 0,7

Ou s;, p; et u; sont respectivement la saturation, la pression et la vitesse de filtration du
fluide 7 ; A; sa mobilité relative. Nous allons supposer que les F; sont nuls, que le tenseur
de perméabilité absolue K est diagonal et que la porosité du milieu ¢ est constante. p, est
la pression capillaire[7]. Nous choisissons comme inconnues la saturation de ’eau et la
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pression globale, de plus nous introduisons la vitesse de filtration totale : u = U, + Uy, -
L’ équation de la saturation s’écrit :

¢% + divu, =0 (1

ol la vitesse de Darcy de la phase eau est donnée par

Uy =T + f
Uil = xrem @

avec
A w

fw(S) = m7 a(s) = fon% et a(s) = /0s a’(T>dT'

L’équation de I’écoulement s’écrit

u=—KA(s)Vp
{ divu =0 3)

ou la pression globale p [3] et A sont données par

}) dp.
27 dt

1 S
b= 5(1)0 + pw) + / (fw - et A= /\w + Ao
0

Les conditions initiales et aux limites sont définies comme suit :

8= Sy M, UN=—ug surl’y
un=0,rn=0 surly
P=DPd, $= Swm SUr Iy
Sw(x,0) = sq(z) dans Q
Ce probleme d’écoulement diphasique est ainsi modélisé par un systéme non linéaire,

couplé formé d’une équation parabolique de type convection-diffusion en s et d’une autre
elliptique en p.

3. Etude de I'’équation elliptique

Nous allons nous intéresser a 1’équation de 1’écoulement (3) avec une condition de
Dirichlet non homogene, dont I’inconnue principale est p et I’inconnue secondaire est u.
Nous allons donner une formulation mixte de ce probléme qui sera approchée par une
méthode d’éléments finis mixtes basée sur I’élément de Crouzeix-Raviart.

Supposons que p, appartient a H'/ 2(T'2), nous allons nous ramener 2 une condition de
dirichlet homogene p grace au théoreme de trace. Le systeme (3) devient

Trouver u et p solution de
A 'u+Vp=0et divu=0 surQ, 4)
un=—ug onl'y, un=0surl's, p=0sur I'y
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oll A = K A\(s) est une matrice diagonale définie positive de coefficients a; (s) et as(s).
Soit

X =(L*(92)% Y ={qe H'(Q) telque g = 0 surTo} et W = {q, ,q € Y°}
une formulation variationnelle de (4) est

chercher u € X, p€ Y tel que
a(u,v) +b(v,p) =0 YveX

&)
b(u,q) = —/ uag VqeY’
T
ol
a(u,v) = / A~ uw, b(v,q) = / Vqu, etu, € (W°)".
Q Q
On introduit les normes suivantes sur X et Y ° respectivement :
Tvlla=1A"0 | aqeet]alls. = /Q(A Vq.Vq)'/? ©

o Un schéma de volumes finis
Soit 7}, une triangulation admissible de €2 formée de triangles,

T, ={T;, iel}: Q= |J T.
T;€Th

On note &, I’ensemble des arétes des éléments de 7. Pour tout e € &, m, désigne le
milieu de e et k. sa longeur. Si e € 91; alors n; . représente le vecteur normal unitaire
extérieur a e.

Soit X5, C X une approximation de X définie par

X = {Uh S LQ(Q)Q; vT; € 'Th * Un|Ty S Po(Ti)Q}

et Y, ¢ Y une approximation non conforme de Y définie par I’approximation de
Crouzeix-Raviart [4]

Yy = {qn € L*(Q); VT; € Ty, = qujy, € Po(Ty)
et g;, continue en m, e € &, et qp(m.) =0, sie C Iz}

Une approximation de (5) est donc donnée par

Trouver u, € Xp, P, € Y7 tel que
a(un,vn) + br(vn,Dy) =0 Yo, € X,

(Pn) . )
b (un, qn) =/ (—Uon) qn Yan €Y,
1
ol by (-, -) est défini par by, (up, qn) = Z / un.-Van
T; €Ty i
et ugp et pgp sont respectivement des approximation de ug4 et pg qu’on précisera par la

suite.
Introduisons le saut de uy, a travers e, défini par

(u; —uj)ne si e= T, N T]
[uh.n]e = Ui M e si ee€ TI NIy ®)
(’U,i + ﬂz).ni,e si e c Tl n Fl
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. 1
ouug = — [ uqds.
el e . .
Un schéma de volumes finis est le suivant :

chercher (u;)ier, (Pe)ece,\rs, tel que

_ 1 _ .
AT+ | T | Y hePenie =0 Vi€l
{eesh

eglo

[upn], =0 Vee& \T.

o Estimation a posteriori

L’analyse a posteriori de cette approximation consiste a obtenir une majoration de I’erreur
par la somme Hilbertienne d’indicateurs locaux d’erreur. Les indicateurs obtenus pourront
étre utilisés pour une stratégie d’adaptation de maillage.

Définissons les deux familles d’indicateurs d’erreurs indexées respectivement par e € &,
et T € 7; comme suit :

ne =1 ANV RS2 pale 2y etnr =1l A7V (fa — un) = AY2Vpy |2y

On introduit 1a norme discréte associée a celle définie dans (6) et la norme de A respecti-
vement, comme suit :

— 1/2 _ 2 2 1/2
;= (2 | AV A = max(AT) + A2

Théoréme 1 ] existe des constantes C1, Co, Cs et Cy tel que

fu—wunlla+lp—pnla; < G > m)2+C( Y nh)'?

eegh\{l“gul“l} TeT

+Cs || A7V ||| wan — ua |2 (r, )2

+ Cy | AV D (h P N pa— pan ll22(e)
ecl's

ol pgy, est I'interpolé de pg.
Contrairement aux estimations a priori, les estimations a posteriori permettent de majo-
rer ’erreur commise par une quantité connue dépendante des données du probleme, du
résidue, des conditions aux limites et des sauts liés a la non conformité de la méthode de
discrétisation choisie.

4. Etude de I’équation de transport

Le but de cette partie est la discrétisation de 1’équation de transport (1)-(2).

(/5% + div(r+ K fi,(s)u) =0
K 'r+Va(s) =0 9)

s=1surl';, s=0 surl'y, 7n =0 surl'y
s(x,0) = sq(z) dans Q
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o Formulation variationnelle
L'intervalle [0, T'] sera divisé en N sous intervalles [t,,—1,t,] telque 0 =tg < t; < -+ <
ty =1T. Soit 7, =t,, — t,—1. Une formulation variationnelle de (9) est donnée par

Chercher s tel que % € L*(Q) etr € Hyr,(div, Q)
s

—v + [ divrv+ | div(Kfu(s)u)v=0 Yo L*Q) (10)
o Ot Q

/K rw— / (s)divw:—/Fl a(lywn Y € Hor,(div, Q)

Ou Hy r, (div, Q) = {w; div w € L?(2) et w.n = 0 sur I'3}.

- . S Jds
Nous utilisons un schéma d’Euler implicite en temps pour approcher T et nous notons
8" = s(ty), r™ = r(t,) etu™ = u(ty,).
Soit une discrétisation du probleme (9) (explicite par rapport a la convection f et implicite
par rapport a la diffusion r)

n n—1
§" =S8 . n n—1\, n—1\ __
qu + div(r" + K fi,(s" 7 )u" ™) = 0 dans Q (an

K=" 4 Va(s™) = 0 dans Q2

e Discrétisation du probléme continu

Pour chaque n € [0, N] soit 7,” une triangulation admissible de 2 par des triangles.

Le schéma discret est obtenu en intégrant la premiere équation de (11) sur chaque volume
de contrdle 7;. La deuxieme équation est multipliée par une fonction test w puis integrée
sur €2 :

¢/ +Z/T nzg-}-Z/wa )u".n; . =0VT; €T,

oc€dTy oedT;
/K_ r" w—/a(s )dww:—/ a(l) w.n Yw € H(div, )
Q Q ry

xLa saturation s est approchée dans 1’espace des fonctions constantes en temps et en
A ; n . on _ on
espace sur chaque volumes de controles T; € 7, : s} T = i
xLe calcul de la convection f sera fait a 1’aide d’un schéma décentré amont.
*Pour approcher r nous allons utiliser les éléments de Raviart-Thomas d’ordre0

et = { € H(div, Q) | VT, € Ty; v, = (ﬁ ilé)}
* 2

Soit (we)ees, les fonctions de bases de RT0,. Prenons w = w, dans la deuxieme équa-
tion de (12), une discretisation globale du probleme continu est donnée par

¢/ h—Sh S’L - Z/rhnw+ Z/Kf Nig=0YT; €T}

oc€dT; o€dT;

/K’ rh.we—{—/ a(sy)div wez—/ a(l) we.n
Q Q ry

[ estla valeur amont de la mobilité fractionnaire sur chaque aréte du triangle T; et K,
est la moyenne harmonique :

£ (s = fuw(s}) si(u".n, <0eto =T, NT;)
wih) = £, (5™ si (Whne > Oeto =T;NT;) ou (0 = T; N OK))
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KK, . - —
Y o =T,NT;

K,={ K+ 7 J
K;sio =T; N0

5. Tests numériques

Nous considérons le domaine € comme étant le carré unité ]0, 1[x]0, 1] avec les pa-

. . 2 (1-s)?
rametres suivants : f1, = 1.52, 1, = 1.05. Ay (s) = —, A\p(s) = ———

w o

1—s

etpe(s) = —1/( ). k1 = let ko = 1 sont les deux termes du tenseur K.

Le principe est, a partir d’un maillage initiale, & chaque pas de temps (At = %) nous cal-
culons la saturation, la pression et les indicateurs d’erreur et on raffine le maillage dans
les régions ol ces indicateurs sont plus grand que leur moyenne.

La Figure 2 et la Figure 3 illustrent I’évolution de la saturation et du champ de vitesse,
respectivement, apres avoir injecté une quantité d’eau dans le puit d’injection qui s’étale
sur I'y =]0,0.2[x{0} U {0}x]0,0.2].

Nous supposons que le puit de production se situe dans le coin droit en haut, I's =
10.8,1[x {1} U {1}x]0.8, 1] qu’on maintient sous une pression p, = 0.
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Figure 2. Saturationat =
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