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RESUME. On considére dans ce travail le probléme de complétion de données pour I'équation de
Laplace dans un domaine cylindrique 2 = 10,a[ x 0,0 Cc R*~! . I'o = {0} x O et ', = {a} x O.
On a les données de Neumann et Dirichlet sur ' et on n’a pas de condition sur I',. Ce probléme est
donc mal posé au sens de Hadamard. On le formule en terme de probléme de contrdle optimal que
I’on régularise. Pour obtenir directement I'évaluation des données manquantes sur I', on a utilisé la
méthode de factorisation des problemes aux limites elliptiques. Cette méthode permet de factoriser
un probleme aux limites elliptique en le produit de deux problemes de type parabolique. Elle est ici
appliquée au systeme d’'optimalité. Dans le cas du cylindre on obtient une formulation quasi-explicite
pour les données complétées. On peut ainsi étudier une nouvelle régularisation et analyser I'effet de
la taille du cylindre.

ABSTRACT. We consider the in this work the following data completion problem for the Laplace
equation in a cylindrical domain. © =10,a[ x 0,0 CR"~! . I'o = {0} x Oand I'y, = {a} x O. The
Neumann and Dirichlet boundary conditions are given on I'g while no condition is given on I',. This
problem has been known since Hadamard [5] to be ill-posed. The problem is set as an optimal control
problem with a regularized cost function. To obtain directly an approximation of the missing data on
I', we used the method of factorization for elliptic boundary value problems. This method allows to
factorize a boundary value problem in the product of two parabolic problems. Here it is applied to the
optimality system. In the cylinder case one can obtain a quasi explicit formula for the completed data.
We present a new regularization and we study the dependence on the size of the cylinder.

MOTS-CLES : factorisation de problémes aux limites, complétion de données
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1. Introduction

On considere dans ce travail le probléme suivant :
Au=0 dans 2

u=20 sur X
(Fo)
u="T sur I'g

Vun=® sur T

Q =]0,a[xO, O C R"~! un ouvert borné et a un réel strictement positif.

¥ =)0, a[xdO la frontiere latérale de €.

I'h={0}x0O, T,={a} x0O.

Sur I'y on a les données de Cauchy (®,7") € (HO%O(O))’ X HO%O(O). ' On n’a pas
de condition aux limites sur I',, et c’est ces données manquantes que 1’on cherche a ap-
procher a I’aide de la condition surabondante sur I'y. Ce probléme est donc mal posé au
sens de Hadamard. En particulier il n’a de solution que si le couple (®,7") est compa-
tible. Ce probleme a ét€ traité dans [1], [2], [4] dans un domaine quelconque {2 tel que :
0Q = TI'g U T'1. [1] traite le probléme comme étant un probleme de contréle avec un état
doublé chacun des deux €états vérifiant 1’une des conditions en I'g, les contrdles étant les
conditions sur I',,. Cette méthode est une méthode itérative donc a chaque nouveau couple
(®,T") on doit refaire tous les calculs. Dans ce travail on a utilisé 1a méme formulation en
terme de probleme de contrdle optimal que [1], mais on a ajouté un terme régulisateur a la
fonction cofit pour garantir I’existence et 1’unicité de la solution du systeéme d’optimalité
[9] . On a ensuite appliqué la méthode de factorisation des problémes aux limites pour
le résoudre. Cette méthode permet de factoriser un probleme aux limites elliptique en le
produit de deux problemes de type parabolique. Elle permet de fournir directement les
données manquantes pour tout nouveau couple (®, 7).

2. La complétion des données comme probléeme de controle
optimal

On recherche les données o, ¢ sur I';, qui “complétent” le probleme (Fp) ; on aura :

Au=20 dans 2
u =10 sur X
Vun=® ; u=T sur Iy
u=t ; Vun=yp sur I,

1
1. On rappelle que I'espace de Sobolev H, (O) est défini au théoréme 11.7, p 72 de [8] comme
Iinterpolée d'ordre 1/2 entre H}(O) et L2(0).
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On considere le probleme de controle optimal suivant :

pour tout (n, 7) € HO%O(O))’ X HO%O(O) I’état est défini par les deux problémes suivants :

Aup =0 dans 2 Aus =0 dans Q

ur =0 sur X ) us =0 sur X 2
u =T sur I'p Uy = T sur I,
Vuin=n sur I, Vusnm=® sur Iy

Si (®,T) sont compatibles alors u; = wus lorsque (1,7) = (p,t). On pose ensuite la
fonction colt F(n, 7) définie par :

E(n,1)= Vu, — Vug)? + ¢ 2 + |71 ,
) = [V = Va4 e’y o+ )

1 L
2 H02O (O)

a0

L 1
pour tout (1, 7) € Uya = (HE(O)) x H)(O).

On introduit maintenant les états adjoints v1 et v des problemes (1) et (2) définis par
vy et vy solutions de :

Av; =0 dans 2 Avy =0 dans
=0 sur X =0 sur >
N ’ 3) N : 4)
v, =0 sur I’y vo=1uylp, —7 sur I,
Vovi.n=Vusn—n sur I, Vuan =20 sur I’y
Le contrdle optimal est caractérisé par la condition d’optimalité du premier ordre
1 1 1 1
= g(—Ay)Qﬂlh‘a ett= g(—Ay) 2Vua.n|r,. (5)

En éliminant ¢ et t des équations (1), (2), (3) et (4), on obtient le systeme d’optimalité

CARI 2008 - MAROC
- 363 -



Cari 2008+ 22/08/08 17:16 Page 364 $

Au; =0 dans Q Aug = dans us
uy = sur X Ug = sur X du;
1 (©) RTINS ) &
uy =T sur Iy uy = 2(=A,)72 92 sur T, En
ddil = %(_Ay)%vl sur - Iy % = sur T’y etl
Avy =0 dans Q Avy =0 dans
v1 =0 sur X ve =0 sur X
1 ®) i N ©)
v =0 sur Iy vg=up — 2 (=A,)"2 G2 sur T,
doy — dup _ %(—Ay)%vl sur I, dv2 — sur T 3.5
Remarquons que dans cette formulation les états et états adjoints ne sont couplés que par
les conditions aux limites sur I',.
On
3. Utilisation de la méthode de factorisation pour découpler le
systeme d’optimalité
. s Al
3.1. Rappel du calcul formel de la méthode de factorisation
Dans cette partie on va appliquer la méthode de plongement invariant développé dans Ce
[6], [7] pour le traitement du probleme direct au systeme d’optimalité (6), (7), (8) et (9).
On plonge chacun des problemes (6), (7), (8) et (9) dans une famille de probleémes simi-
laires définis sur €2,. L’originalité de 1’approche proposée ci-dessous réside dans le choix
du “sens” du plongement : le contrle n’apparait pas ainsi dans les problémes posés sur La
Q. On n’écrit ici que le calcul pour u; et ug. On impose une condition aux limites res- sor
pectivement de Neumann : % r, = o, pour (6) et de Dirichlet : uy |} = [ pour (7). 1).
2) ¢
3)
Aui =0 dans £ Aug =0 dans Qg
uj =0 sur X us =0 sur X
dus (10) 2 (11 3
= sur I uy = f3 sur I .
wi =T sur Ty (f;‘f =—® sur Iy
I’ai
Les applications Neumann-Dirichlet N-D : o — uf|T'; et Dirichlet-Neumann et
D-N: g +— ‘f% Ir, sont affines et on a : cor
rap
U2 |
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wilr. = P(s)a + wi(s), avec P(s) € L(HE(OY, HE(O)) , P(0) = 0 et w; (0) = T.

| = Q(s) + wa(s) avec Q(s) € LIHE(O), Hi(0)'), Q(0) = 0 et wy(0) = —b.

En nous référant a [6], [7] on peut montrer par un simple calcul que les opérateurs P et )
et les fonctions w; et wy vérifient les problemes de Cauchy suivants :

(12)

—I+4€ _pPA P=0 P(0)=
{ +4E yP=0 P(0)=0 03

—PAywi(z) + %2 =0 wi(0)=T

{Ay+%+Q2=0 Q(0)=0
dx

Quo + %2 = wo(0) = —®
3.2. Découplage sur T,
_ P —PQ
a=(te @)

E(n,7) = constante + (n, 7)A(n, 7) — 2/ (Qu1T + Puwan)
.

On pose

On montre que

A I’optimum
Alp, t) = (Pw2, Qu1)

Cette relation est équivalente a
(I— PQ)t = Pwsy +wq et (I— QP)(p = Quwy + w9

La compatibilité des données (P, T) est caractérisée par les trois assertions suivantes qui
sont équivalentes

1) Pws 4+ wy € S(I—PQ)

2w+ Quwi € (I — QP)

3) (Pwa, Q1) € 3(A)

3.3. Lien avec I'opérateur Steklov-Poincaré

Dans cette partie on présente le lien entre I’approche précédente et les calculs de [2] a
_1 1
I’aide de I’opérateur de Steklov-Poincaré. Pour un couple (®,T") € Hy,2 (I'y) x H3,(Ty)
1

et pour tout 7 € H)(I',), on considere le probleme (1), (2), ot I’on contrdle u; par la
condition de Dirichlet :u; = 7 sur I',. On note les solutions u; (7, T) et uz(7, ®) pour
rappeler les dépendances par rapport aux contrdles et aux données. On note u1 (7, 0) (resp
us(7,0)) par uy (1) (resp uz(7))
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et uy(0,7) (resp uz(0,®) par ud(7) (resp u3(7)). On introduit maintenant les formes
1 1

bilinéaires S(.,.), Sp(.,.) et Sn(.,.) sur HZ(I',) x HZ(T',) et la forme linéaire [ sur

Hg,\(T,) définies par pour tout 7,6 € Hg)(I',)

S(7,8) = Sp(r.6) — Sx(r,6) = /Q Ty () Vi (8)dar — fﬂ Vo (7) Vo (8) da,

1(6) = — /Q Vud (T)Vuy (8)dx + /Q Vud(@)Vua (8)dr — (P, uz(5)) 2(ry)-

1
Trouver t € Hgy(I'y) tel que Vuq(t) = Vug(t) sur la face I', est équivalent a trouver
1
t € Hgy(T',) vérifiant

S(t,0) =1(6) pourtout o€ HO%O(FQ).

Ces formes bilinéaires et linéaires sont reliées aux équations de Riccati (12), (13) par
Sn(7,6) = (Q1,8), Sp(r,8) = (P~ 171,9),
S(TD 6) = ((P_1 - Q)Tv 6): l(é) = (P_1w1 + w2v5)>

1
pour tout 7,6 € Hyy(T',).

4. Formulation explicite dans le cas d’un cylindre

4.1. Détermination de I'opérateur 7 — PQ

Dans cette partie on va traiter le probléme (/) dans le cas ot €2 est un cylindre. Dans
ce cas particulier, on peut intégrer explicitement les équations de Riccati et déterminer les
opérateurs Neumann-Dirichlet et Dirichlet-Neumann sur la face I',,.

Q(z) = (=Ay)3 (I — exp(=2(=A,) 72))(I + exp(—2(=A,)F2)) ",

P(z) = (=4,)7'Q(z),
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4.2. Influence de la longueur du cylindre

Si les données (@, T") sont compatibles la solution du probleme (FP) est
(R(a)™! (P(a)wa(a) + wi(a)), R(a) ™" (wa(a) + Q(a)wi(a))).

Soit {a,,,n € N}, v, > 0 le spectre de (—A,)) . La suite (v, ) est croissante et tend vers
I’infini. On pose

S(a) = P~ (a) - Qa).

Donc le spectre de R(a) est donné par

46—205,7,a
{(1 + e?aﬂa)Q ne N}
et celui de S(a) par
46720:”(1
{an = n € N}.

On remarque que ces suites décroissent vers 0 exponentiellement quand n tend vers 1’in-
fini, et ca explique le caractére mal posé du probleme inverse (Fp).

On remarque aussi que si la longueur du cylindre « croit la vitesse de convergence de ces
suites vers 0 augmente. Ces formules permettent donc de quantifier le caractére mal posé
du probléme inverse en fonction de la longueur du cylindre, c’est-a-dire de la distance
entre la surface ou les données sont surabondantes et celle ou elles sont manquantes.

4.3. Régularisation du probleme

Commengons par présenter la régularisation de [2]

S(t,6) + £Sp(t,8) = 1(3) pourtout 6 € HE(Ty).

Dans notre formulation cette régularisation devient
(Pt —Q)t+eP 't =wy + Pty

Supposons que, de facon classique, le parametre ¢ soit fixé en fonction du niveau du
bruit sur les mesures en I'y. Il est clair que 1’on ne pourra calculer valablement que les
composantes de ¢ correspondant a des valeurs propres de S supérieures a celles du terme
de régularisation e P!,

9 f(2—e)2_g2
Posons d = ———+ (E e

Les modes qu’il est possible de calculer apres cette régularisation sont ceux tels que

1
n < —log(d).
< 5 Tog(d)
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On constate donc que si a croit le nombres de modes qu’il est possible de calculer dimi-
nue. On constate de plus que le terme ea,, % de régularisation devient singulier si
a — 0. Nous proposons dans ce travail, une autre régularisation qui n’a pas cet incon-
vénient. On ajoute 5 (|[uz(a)||* 4 ||Vui(a).n|[?) a la fonction coit.

Donc la fonction devient

9 g
E 77' :E 771' +_ 2 +_ T 2
o) = B+ Sl g S,

Le systeme linéaire permettant de calculer I’estimée ¢ est maintenant
€ 1€ 1 g £ 1y
(I_PQ+§(_AZI)2P+§(_A?J) QQ—Fz(—Ay)PQ)t: PU)2+1U1+§(—Ay) 2 P~ .

. . YRS . N = 2
Cette régularisation conduit 2 ajouter 3 R(a) le terme e(—A,)7 P + T(=4,)PQ.
Par le méme type de calcul que précédemment et en négligeant les termes en €2, on montre
244/ (44<2)

: 10 [
que si I’on pose d' = -

, on détermine encore les modes calculables par
1
n < —log(d).
an < 5 log(d)

Comme d’ > d on peut espérer estimer plus de modes par cette méthode. Cela est d’autant
plus vrai que a est petit.
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