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RESUME. Notre travail concerne la modélisation géomeétrique d’'une forme volumique sans aucune
information a priori. Nous proposons de représenter cette forme par un nombre minimal de boules
incluses dans la forme et recouvrant son squelette. Nous décrivons un algorithme pour calculer cette
représentation en utilisant la tétraédrisation de Delaunay. Nous appliquons cet algorithme a des don-
nées tomographiques tridimensionnelles du sol pour fournir une description géométrique de I'espace
poral qui peut étre utilisée pour la simulation de I'activité biologique du sol

ABSTRACT. We present a primary representation for complex 3D volume shape defined by a set of
voxels which can be seen as an indicatrix function. We propose to describe a volume shape using
a minimal number of balls included within the shape and recovering shape skeleton. We propose
a heuristic algorithm based on Delaunay 3D triangulation to compute the minimal number of balls.
We apply our algorithm to 3D volume Computed Tomography soil data in order to provide intrinsic
and robust geometrical description of pore space to be used for biological dynamics simulation and
modeling

MOTS-CLES : Forme volumique, approximation par morceaux, images tomographiques, squelette,
boule maximale, sol

KEYWORDS : volume shape, piece wise shape approximation, Computed Tomography, skeleton,
maximal ball, soil.
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1. Introduction

Les capteurs actuels d’imagerie tomographique (Scanner, résonance magnétique nu-
cléaire) permettent 1’obtention d’images sous la formes d’un ensemble de points tridi-
mensionnels (voxels) jusqu’a 5u. Toutefois, modéliser la forme de 1’objet de maniére
stable et intrinséque a partir de cet ensemble de points est une tache difficile. En effet,
I’analyse d’images requiert un modele c’est a dire une représentation formelle mathéma-
tique ou informatique qui sera un outil de base dans la généralisation d’approximations
volumiques, la prédiction et I’interprétation des variations observées (Heuvelik et Webs-
ter, 2001). A travers le concept d’autosimilarité de formation, une série d’articles sur des
modeéles fractals de structures existe dans la littérature (Young et Crawford, 1991). Consi-
dérant une image comme une partie de la réalisation d’un processus aléatoire, des modeéles
statistiques morphologiques se sont aussi développés, (Archambaud et al, 1993). Paral-
Ielement ont été aussi exposés des modeles (squelette, axe médian) topologiques (Blum,
1957; Attali et al, 2007). D’autres modeles sont fondés sur une union de boules (Da-
nielson et Nilsson, 1997). Cependant ces derniers mode¢les ont des domaines de validités
restreintes. La construction de modéles pouvant décrire la complexité d’un milieu poreux
naturel reste donc toujours un probléme ouvert. Dans cet article, nous proposons un mo-
dele qui s’appuie sur le recouvrement minimal du squelette par des boules. Il donne une
description compacte d’une forme volumique tout en préservant sa topologie et peut étre
utilis€¢ pour représenter I’espace poral comme ensemble de pores distincts (Fatt, 1956).
La section 2 donne quelques rappels. La section 3 décrit le modg¢le. La section 4 montre
des résultats obtenus avec des donnés réels du sol et quelques formes simples.

2. Rappels et Notations

Soit E est un espace euclidien, L un sous ensemble de £, B (M, r) la boule de centre
M et de rayon r. On appelle boule maximale B}* (M, ) de L, toute boule B (M, )
incluse dans L mais qui n’est incluse dans aucune boule incluse dans L. On notera
B} (M, r) une boule maximale de L centrée en M et de rayon 7. Le squelette de L que
nous noterons Sy, est I’ensemble des centres des boules maximales de L (Attali, 1995).

Figure 1 — Boules maximales et Figure 2 — Sensibilité¢ du squelette au bruit
squelette ( Cazal et Gissen, 2004)

Remarque 1 Sy, fournit de précieux renseignements sur la topologie de L mais est trés
sensible au bruit. Une petite perturbation sur le contour de L conduit a I’apparition de
nouvelles branches sur Sy,. Des formes tres voisines peuvent donc avoir des squelettes trés
différents. Dans la section suivante, un modeéle de représentation basé sur le recouvrement
du squelette est décrit.
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Remarque 2 Notre étude est effectuée dans l’espace continu. Toutefois, on peut la trans-
poser dans l’espace voxels avec les outils de la géométrie algorithmique (Attali et al,
2007) ot les boules maximales sont en fait les boules de Delaunay.

3. Caractérisation géométrique d’une forme par des boules
maximales

Soit E un espace affine tridimensionnel. Nous appelons image binaire tridimension-
nelle de E toute fonction u : E — {0, 1}. Soit L C E définie par une fonction image
w:M(i,j, k) € L <= u(i,j, k) = 1. Notre objectif est d’associer a toute forme géomé-
trique une approximation par un ensemble de boules. Toutefois dans le cadre de la théorie
de la mesure, on ne sait gérer les mesures ! de familles d’ensembles que lorsqu’ils sont
disjoints. Dés lors, afin de simplifier et de fournir une théorie mathématique rigoureuse
sur les erreurs d’approximation, il est préférable de ne considérer ou de n’identifier que
les sous recouvrements disjoints de la forme donnée.

Théoréme 1 Soient L un sous ensemble borné de l’espace euclidien R™, B = {B (xmm)aeA}
la collection de toutes boules maximales de L, et S le squelette de la forme L. Alors, il
existe une constante K, ne dépendnant que de n, et des sous familles disjointes dénom-
brables B;.... By de B qui recouvrent S.

Preuve 1 Par définition, le squelette de L représente I'ensemble des centres de ses boules
maximales. Or comme L est borné alors toute boule maximale de L aura un rayon borné.
Par suite B = { B (mmm)a c A} est une collection de boules de rayons bornés dont le
squelette Sy, est | 'ensemble de leur centre. On peut donc appliquer le lemme de Besicovich
(Villani, 2007). Ce qui démontre [’existence de sous familles disjointes dénombrables
Bi.....Bg de B, qui recouvrent Sy,.

Définition 1 (p-chaine) On appellera q — chaine de L tout recouvrement du squelette
de L par des boules maximales.

On appellera p — chaine de L tout recouvrement fini du squelette de L par des boules
maximales.

Remarque 3 Toute p — chaine est une q — chaine mais la réciproque est fausse. Il
vient aussi que dans un espace euclidien I'ensemble des q-chaines constituées de boules
maximales disjointes dénombrable est non vide d’apres le théoréme 1 et est dénombrable
puisque [’espace euclidien est a base dénombrable.

Théoréme 2 Soient X un sous ensemble de E et B} une boule maximale de X ouverte.
X est ouverte si et seulement si X = |z B¢, ou B représente I’ensemble des boules
maximales ouvertes de X.

Preuve 2 En effet toute boule maximale de X est incluse dans X . Par suite la réunion de
toutes les boules maximales de X est elle aussi incluse dans X . Réciproquement soit x un
point de X. Comme X est ouverte, alors x est inclus dans une boule Bx ouverte incluse
dans X. Une boule maximale contenant x est soit Bx si elle n’est incluse dans aucune
autre boule incluse dans X, soit la plus grosse boule incluse dans X contenant By .

1. volumes dans R?
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Théoréme 3 Soient X un sous ensemble ouvert de E et S le squelette de X. Si S est
compact, alors X possede au moins une p — chaine.

Preuve 3 L’ensemble des boules maximales est un recouvrement naturel du squelette
puisque chaque point du squelette est centre d une boule maximale. Comme le squelette
est compact alors on peut en extraire d’aprés la propriété de Borel Lebesgue® un sous
recouvrement fini qui par construction est inclus dans la forme et contient le squelette.
Par suite, ce dernier recouvrement est une p-chaine.

Définition 2 Soient E un espace euclidien et L un sous ensemble de E admettant au
moins une p — chaine. On appellera S — chaine de L la p-chaine de cardinal minimum
par rapport au nombre de boules maximales.

Intuitivement en langage topologique, une .S — chaine d’une forme correspond a la p-
chaine la moins fine de la forme.

Remarque 4 Soit C ['ensemble des S — chaines de L, le cardinal de C n’est pas forcé-
ment égal a 1. L’ensemble des S-chaines d'une forme géométrique n’est pas toujours un
singleton. Toutefois ces S-chaines sont équivalentes d’'un point de vue topologique (méme
type d’homotopie ) : on peut passer d'une S-chaine a une autre par une déformation
continue.

Théoréme 4 Soit S le squelette d’'un compact L de R™ borné . Supposons que [’intersec-
tion de l’adhérence de S a la frontiére de L est vide. Alors S est un sous ensemble fermé
de L.

Preuve 4 Soit d la distance euclidienne sur L. Soit maintenant x la limite d’une suite
(zn)nen d’éléments de S. Soit T, le rayon de la boule maximale de centre z,,. Puisque
L est bornée et que par définition toute boule maximale de K est incluse dans L, la suite
(rn)nen est alors bornée par conséquent converge vers un réel r. Considérons maintenant
la suite extraite (2, )nen de (2,)nen associée a cette derniére suite de rayons strictement
monotone. Il faut noter que la limite de la suite extraite (., )nen est toujours x. D’ autre
part pour tout élément x,, de la suite (T )nen , Tn = d(zn, L) > 0 et par continuité
de la fonction distance r = d(x, OL). En effet, supposons que r,, n’est pas le rayon de la
boule maximale centrée en x,,. Alors tout autre réel qui serait rayon de la boule maximale
de centre x,, serait strictement supérieur a r,, par conséquent possédera des éléments qui
appartiennent au complémentaire de L. Ce qui est absurde puisque cette boule est incluse
dans L.

Montrons que r est strictement positif. Supposons que v = 0. Alors x appartient a OK.
Comme x est limite d’une suite d’éléments de S alors x appartient aussi a l’adhérence
de S. Absurde puisque ['intersection de l'adhérence de S a la frontiere de L est vide d’ou
r > 0. Le fait que x appartient a l'intérieur de L entraine [’'existence d 'une boule centrée
en x et incluse dans L.

Montrons que la boule de centre x et de rayon r est une boule maximale de L.Comme
x appartient a L et r représente la distance de x a la frontiere de L alors la boule de
centre x et de rayon r est incluse dans L (*) .Puisque la frontiere de L est fermée alors,
il existe un ¢ appartenant a frontiere de L tel que [’intersection de la boule de centre x
et de rayon r B(x,r) avec la frontiére de L contienne x;.Si cette intersection n’est pas

2. De tout recouvrement d’ouverts d’un compact, on peut en extraire un sous recouvrement fini
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réduite en un point, alors B(x,r) rencontre la frontiére de L en au moins deux points.
Par suite x appartient a 'axe médian de L qui est lui-méme inclus dans le squelette S.
D’oui x appartient a S. Supposons maintenant que cette intersection est réduite en point
2y . Supposons qu’il existe une boule de L qui le contient. Alors [’intersection de cette
boule avec la frontiére de L contiendra forcément x; . Soient y le centre de cette boule
et a le rayon de cette boule alors si y est un des éléments de la suite (x,,)nen alors on
a:a = r cequiimpliqgue que x = y. Si y n’est pas un élément de cette suite, alors :
YV, € (n)nen, d(Tn,y) < d(zn,z) + d(y, z). Par passage au limite, on a lors que n
tend vers I'infini d(x.,, x) tend vers zéro. Par suite : d(x,,y) < d(y,z) =a—r
Supposons que r est la borne sup des éléments de la suite (r,)nen , alors pour tout
éléement r,, de cette suite : a —r < a — 1y, . Soit v, le rayon de la boule maximale
B(xy,1y) centrée en x, alors : d(zp,y) <a—r <a—rpy

Cette derniére inégalité traduit le fait que la boule B(x.,, y,) est incluse dans la boule
B(z,r). Ce qui est absurde puisque B(xy,,r,) est une boule maximale. Nous pouvons
ainsi affirmer que la boule B(x,r) de centre x et de rayon r n’est contenue dans aucune
autre boule de L(**). D’ apres (*) et (**) nous pouvons donc conclure que B(x, r) est une
boule maximale. Par conséquent x appartient a S. D ou le squelette S de L est fermé.

Corollaire 1 Sous les hypotheéses du théoreme 4, le squelette de K est compact.
En effet le squelette est borné puisqu’il est inclus dans K qui est borné. Or sous

les hypothéses théoréme 4, le squelette est fermé. Par conséquent, d’aprés la seconde
propriété de Weierstrass® le squelette est compact.

4. Algorithmes de calcul

4.1. Algorithme de calcul d’une S-chaine avec des données réelles
du sol

Les données que nous utilisons dans cette section sont des échantillons d’images 3D
de sol de taille 700 x 700 x 700. En utilisant un seuil adapté, on extrait les pores qui
forment 10% a 50% du volume total. Ensuite, on calcule I’enveloppe de I’espace poral
qui forme approximativement 1% du volume total (3 430 000 voxels). Et aprés la té-
traédrisation de Delaunay de I’enveloppe de 1’espace poral est calculée a 1’aide du code
Telmesh-GHS3D (George, 2004). Parmi les tétra¢dres, on sélectionne ceux qui sont in-
clus dans la forme. Puis, on calcule les centres et les rayons des spheres passant par les
quatre sommets des tétraedres. L’ensemble des centres des spheres représente 1’approxi-
mation cherchée du squelette. Il peut étre calculé avec 1’algorithme exposé dans (Monga
et al, 2007). Ayant tous les points du squelette, 1’algorithme ci dessous donne un résultat
acceptable du recouvrement minimal.

Algorithme 1 (Approximation) /-Retenir toutes les boules de Delaunay dans une liste
que nous appelons S.

2-Trier les boules de S dans un ordre décroissant en fonction de leurs rayons.

3-faire tendre t vers zéro ou t est un seuil définissant la valeur maximale du volume de
intersection de deux boules.

4-Sortir de S la téte de liste c’est a dire la boule de rayon maximum M.

3. Un fermé borné d’un compact est compact
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5-Calculer 'intersection de M avec toutes les boules de S. Soit | la valeur maximale du
volume de I’intersection de M avec les boules de S.

6-Si | est inférieur ou égal a t, mettre M dans la liste finale des boules de S.

7-Si la liste S n’est pas vide, aller a 4.

8-Si 'union des boules contient tous les points du squelette, alors arréter le processus.
9- Sinon, poser t=t+1.

10-Aller a 4.

Si n est le nombre de boules de Delaunay, le cot algorithmique est en O(n?). La liste
finale contiendra un nombre minimal de boules maximales dont la réunion contient le
squelette. [’algorithme que nous venons de décrire calcule une approximation acceptable
de la forme car la liste finale contient au moins 90% des points du squelette.

Figure 3 — Echantillon de sol

Figure 5 — Triangulation de Delau-
nay des points de la surface de I’es- Figure 6 — Résultat algorithme :
pace poral rayon> 3 : 2090 boules

4.2. Approximation quelques formes simples

Dans cette section nous allons montrer comment obtenir une S-chaine d’un polygone
régulier grace aux propriétés des triangles isocéles.

4.2.1. Recouvrement minimal du squelette d’un triangle isocéle

Soient (A, B, C') un triangle isocéle en A , a, b, ¢ les longueurs de ses cotés respectifs,
S la surface du triangle, h la hauteur relative au coté (BC) de longueur a, r le rayon du
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cercle inscrit au triangle et o I’angle en A. La bissectrice de A est la droite passant par A
et le milieu du c6té opposé que nous notons I et par suite le cercle C'(O,r) inscrit a ce
triangle aura pour rayon d(O, I). Soit I la symétrique de I par rapport a O. Par construc-
tion la tangente (D;) & C(O,r) en I est perpendiculaire & la bissectrice. Soit By, Cy
les points d’intersections respectifs de (AB), (AC) avec D;. Le triangle (A, By, 1) est
aussi isocéle en A.En effet : AIICl = AIIBl =35 ACAlBl = ABAlCl = § — 5. Soit
C(01,71) le cercle inscrit au triangle (A, By, C1) alors 11 = d(O111). Par conséquent
C(0,r) N C(O1,71) = I. Maintenant considérons la suite (AB,,C),)necn des triangles
isoceles en A, dont la longueur de la hauteur issue de A est h,,, les longueurs des cotés des
triangles a,,, b,, = ¢, avec comme boule inscrite Cy, (O,,, 5, ) et dont I, est la symétrique
de I,,_; par rapport a O,,_1. Posons ag = a,bg = b,7 = 1o, (ABC) = (AByCy),p =

a c —a — —C
atbic glos s = VIEZOWNCZD Ty sy = =20 hy = h=2(r +71), oy by =

h—2 Zzg_l r;. Comme (D) est perpendiculaire & (B1C) en (1) et a (BC) en I, alors
(B1C1) et (BC) sont paralléles d’ou a; = a,—’:i; b =ci = bZZ'

Le squelette du triangle isocele est sa hauteur issue de A. Une S-chaine du triangle
peut étre obtenu en minimisant : h,, — h = 2 2223—1 4. Voici un exemple d’algorithme
permettant de connaitre le nombre de boules recouvrant le squelette du triangle avec une
erreur € acceptable :

Algorithme 2 1)Entrer les valeurs respectif a, b de la base du triangle et de I'apothéme
du triangle

2)Calculer p = §(a +2b); 7 = 4/ 7@_‘1);”_@2

3)Si2r > €
Calculer
h1 =h-2r

ay = ahﬂ ;b1 = % yP1 = %(04 +2b1) 71 = \/ —(pl—allflpl—blﬁ

Tant que 25" —0 "1y > €
Calculer hy,, @y, by, Pn,Th
A la fin de ’algorithme, afficher n.

4.2.2. Recouvrement minimal du squelette d’un polygone régulier

e A
. .

Figure 7 — S-chaine d’un triangle

isocéle Figure 8 — S-chaine d’un polygone régulier
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Soit A;;i = 1....n,n > 4 et O les sommets et le barycentre d’un polygone régulier.
Soit A} I’intersection du cercle de centre O et de rayon d(OA;) avec la bissectrice de
A;. Ce point est aussi le centre du cercle inscrit au triangle (I; A1) ou I7 et Iy sont
les milieux respectifs des cotés adjacents a A;. Le squelette du polygone est alors : S =
Uiz [As, A;]|U{O}. Les segments [A;, A!] sont recouverts avec la méme méthodologie
qui avait été décrite pour les triangles isocé¢les. Si ny4, est le nombre de boules trouvé
pour recouvrir un segment [A4;, A;] alors le nombre de boules maximales cherché est :

m=1+ 222711 nAa;

5. Conclusion

Nous avons posé les bases d’un modéle de représentation. Ce modele est une caracté-
risation géométrique en termes de boules qui conserve les propriétés topologiques de la
forme. Nous avons montré I’existence d’une telle approximation pour des formes parti-
culiéres et nous avons calculé ce modele pour des donnés réels du sol. Des travaux futurs
viseront a améliorer cette représentation en regroupant les boules pour obtenir une ap-
proximation par des cylindres généralisés.
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