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RESUME. Le présent papier donne des propriétés mathématiques et statistiques intéressantes et
éclairantes de la mesure Mgk de Guillaume-Kentchaff. Parallelement a cela, il permet de comparer
Mgk et la mesure pionniére Confiance en fouille de données quant a la pertinence des regles
produites. Un exemple d’application sur des données concretes sera exposé a I'appui.

ABSTRACT. The present paper talks about interesting and highlighting mathematical and statistical
properties of the so-called Guillaume-Kenchaff quality measure Mgk. It allows comparison between
Mgk and the traditional measure C'on fiance about pertinence of produced rules. We shall talk about
an application on a real data.

MOTS-CLES : Mesure de qualité, Mgk, Confiance, Pertinence, Regle d’association positive ou
négative, Implication statistique, Situations de référence, Application.
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1. Motivations, travaux existants sur M.k et modélisation

Remarquons tout d’abord que cette mesure a été proposée indépendamment dans (1)
en 2000 par inspiration a la mesure de Loevinger et dans (2) en 2004. Signalons au passage
que, grace a ses propriétés mathématiques, cette mesure a déja récu diverses dénomina-
tions différentes selon les auteurs, a savoir JON par (3) démontrant sa propriété¢ d’im-
plication orientée normalisée, C'PI R(conditional probability increment ratio) par Wu et
al (2004) (2) par sa formule qui exprime un taux d’incrément de probabilité condition-
nelle et par son efficacité dans I’extraction des régles d’association non redondantes, enfin
Con fq (confiance de Guillaume) par S. Ferré (cf. p.139-140 de(4) montrant qu’elle est
moins ambigiie et plus intelligible donc plus appropri€e que la traditionnelle Con fiance
d’Agrawal et al.(5)(qui ne distingue pas attraction et répulsion) dans la recherche d’impli-
cations approximatives pour constituer un systéme d’information logique, CF(Certainty
Factor, facteur de certitude). En fait, trés peu de travaux parlent de cet intéresant indice de
qualité. Aussi, s’avere-t-il crucial de 1’approfondir.

Par rapport a plusieurs modélisations probabilistes utilisées dans la littérature(voir par
exemple (6)), on se place ici dans le cadre d’un contexte de la fouille de données binaires
K = (0,A4,R), ou O est un ensemble fini d’entités ou d’objets, A un ensemble fini non
vide d’ attributs (ou de variables, ou items, ou des propriétés) et R une relation binaire
de O vers A. L’appartenance d’un couple (0,a) € O x A au graphe de la relation R ex-
prime le fait que 1’objet o posséde la propriété a, tout attribut pouvant étre identifié a une
application de O dans {0, 1}, ou la valeur 1 mesure la présence de ’attribut chez un objet
de O. Notons n la cardinalité de O (n = |O]). Tout sous-ensemble X de A s’appelle un
motif ou itemset de A, et sa négation logique notée X le motif négatif associé au motif
X, et tout élément de O un objet ou une entité de O. Pour tout motif X de A, remarquons
les huit points suivants : Va € A,a, i.e. (1 — a) identifie I’absence de Iattribut a chez
une entité; Ve € O, X(e) =1 <= Va € X,eRa,i.c.ale) = 1;s0it X = Agexa =
la conjonction des présences d’un nombre fini d’attributs de A; X = \/ o (1 —a) =1la
disjonction des absences des attributs de X ; X’ = {e € O|Vx € X, eRz}, i.e. le dual ou
I’extension de X de A ; de fagon duale, pour une partic E C O, ’intension de E notée
E’ définie par E' = {a € O/Ve € E, a(e) = 1}, c’est I’ensemble des attributs communs
aux objets de E'; X =0-X'= X' cette coincidence renforce 1’appellation de motif
négatif pour X ; X = X : on retrouve ainsi le caractére involutif de I’action de négation
en logique formelle, i.e. la loi de De Morgan ; X CA, mais X ¢ A.

11 est facile de voir que pour deux motifs X et Y du contexte,ona: (XNY) = X'NY”’
et (X UY) = X'UY’. Or a priori on n’a pas de raison pour le réfuter, nous nous pla-
cons dans le cadre d’une hypothese d’équiprobabilité des événements élémentaires de O.
D’ou la considération de I’espace probabilisé discret (O, P(0), P), P étant la probabi-
lité uniforme. Par conséquent, pour tout X de A, en notant nx = |X’| la cardinalité de
X', Supp(X) = X représente une estimation de la probabilité¢ P(X") de I’événement
X'. De plus, par glissement de terminologie qui se justifie par la dualité entre exten-
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sion et intension, il s’avere naturel d’adopter les définitions suivantes : Deux motifs sont
indépendants (resp. dépendants), si leurs extensions respectifs sont indépendants (resp.
dépendants) dans 1’espace probabilisé (O, P(0), P). La littérature atteste que ceci a déja
été longtemps intuitivement et implicitement accepté.

2. Propriétés de la mesure Mk : construction, seuils de
signification, relation avec coéfficient de corrélation linéaire.

Selon la modélisation probabiliste adoptée dans notre approche, on peut facilement
retrouver cette mesure par une démarche plus directe.

Remarque 1 On obtient facilement les doubles inégalités suivantes, pour deux motifs
deux motifs X etY :
(i) Si X favoriseY, (i.e. P(Y'|X') > P(Y")),alors 0<P(Y’|X")—P(Y’) < 1-P(Y").
(i) Si X défavorise Y, (ie. P(Y'|X') < P(Y")) alors —P(Y') < PY'|X’) —
PY") <.
(iii) “X défavorise Y "équivaut a “X favorise 7_ donc
1-PY’') <1—PY'|X') si et seulement si P(Y') < P(Y'|X").

Il en résulte que d’une part : —1 < W <0, si X défavorise Y ; et d’autre

part: 0 < POEIX) PO

T=P(Y") <1, si X favorise Y.D’ou, la définition suivante.

Définition 1 Soit X et Y deux motifs d'un contexte de fouille de données. On définit :

P(Y'|X")=P(Y’ i ]
Mok (X—Y) = Sy X favorise Y
W7 si X défavorise Y.

(M

Tout d’abord, notons que pour deux motifs X et Y non indépendants, des deux choses
I’une : soit il y a attraction mutuelle, auquel cas la dépendance est positive, soit il y a
répulsion, et alors il existe une dépendance positive entre les deux motifs X et Y et I’on
considére X —Y d’une part, puis entre X et Y et ’on considére X —Y d’autre part. Dans
les deux cas, on aura toujours a considérer une dépendance positive. La mesure Mgk se
compose d’une composante favorable MGKf et d’une dfavorable MGKd comme suit :

Mck! (X—Y), si X favorise Y

Mok (X—Y) = i :
ax(X=Y) {MGKd(X—Q’), si X défavorise Y.

Ainsi, ¢’est surtout la composante favorable Mgk’ qui va guider la sémantique de M.

Définition 2 Une mesure de qualité p est dite normalisée si elle vérifie les cing condi-
tions suivantes : pour toute régle d’association X—Y, on a : (i) pW(X—-Y) = —1,

CARI 2008 - MAROC
- 563 -



Cari 2008+ 22/08/08 17:19 Page 564 $

si P(Y'/X') = 0; (i) -1 < u(X—Y) < 0,5i0 # P(Y'/X') < P(Y')(ie. X

et Y sont négativement dépendants (en répulsion partielle) ; (iii) W(X—Y) = 0, si
P(Y/X)=P(Y’)(ie X et Y sont indépendants); (iv) 0 < p(X—=Y) < 1, si 1 #
PY'/X') > P(Y'),i.e.si X favorise Y ouXetY s’ attirent partiellement; (v)u(X—Y) =
1, si P(Y'/X") = 1 (ou encore si X implique totalement Y .

Entre I’indice pionnier Con fiance et Mgk, on a la proposition ci-dessous.

Proposition 1 (1) Contrairement a Con fiance, Mgk est normalisée ; Aux marginales
fixées, Con fiance et Mgy sont deux fonctions croissantes du nombre d’exemples de
régle, cependant M’ croit plus lentement que Con fiance.

(2)V(X—=Y) telle que X favorise Y, ona:
(a) Si leurs extensions sont telles que X'CY', alors
conf(X—Y) = Mgk (X—=Y) = 1: XY est dite une régle exacte.

(b)Si X' ¢ Y, alors 0 < Mgg/(X—Y) < conf(X—Y) < 1, ou en-

1-Mgk’
1—conf

core (X=Y) > 1: XY est dite une régle approximative.

Corollaire 1 Mcxk a favorablement un pouvoir discriminant plus élevé que Con fiance.
De la Proposition 1 et du Corollaire 1, on tire le corollaire suivant.
Corollaire 2 Pour un méme type de régle, la mesure de qualité normalisée Mgk produit

moins de regles que Con fiance.

Proposition 2 (i) Si X favorise Y, nous avons la relation d’équivalence des deux
régles contraposées : L
Mak” (Y—=X) = Mok’ (X=Y). (2

(ii) Si X défavorise Y, nous avons la relation :

P(X")P(Y")

Mex" (V=) = 7B d — 27

Mgk (X—Y) (3)

Ainsi, compte tenu de la remarque faite ci-dessus, on peut considérer que Mgk est fa-
vorablement implicative, alors que C'on fiance n’est pas implicative. La Proposition 3
ci-dessous montre que la mesure de qualité Mgk est favorablement non symétrique.

Proposition 3 (i) Si X favorise Y, nous avons la relation :

1- P(Y") P(X")

M/ (Y—=X) = Mek/ (X—=Y). 4
ak’ (Y— ) l—P(X’)P(Y’) GK( - ) “4)

(ii) Si X défavorise Y, nous avons la relation :
Mak?(Y —=X) = Max/(X—Y) ()
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Pour ce qui concerne les régles négatives a droite, nous avons :
Proposition 4 Pour deux motifs positifs X et Y, on a l’égalité et |'équivalence suivante :
Mck! (X=Y) = =Mgk*(X—Y). (6)

EtVa €]0,1[, ona: (-1 < Mg (X—Y) < —a <= a < Mgx/ (X=Y) <1) (7)
Ainsi, plus le degré de quasi-incompatibilité entre deux motifs est élevé, plus la qualité de
la régle négative a droite correspondante est favorablement meilleure. Alors que 1’équiva-
lence permet d’élaguer directement toute candidate régle négative a droite dont la valeur
Mgk de la régle positive associée est négative et située dans I’intervalle [—c, 0[, pour un
seuil « fixé dans ]0, 1[. Au sujet des régles négatives a gauche, on a la
Proposition 5 Pour deux motifs positifs X et'Y, on a les égalités suivantes.

(1) Si X défavorise Y (donc, X favorise Y et aussi X favorise'Y), alors :
P(X") PY")

Max! (X=Y) = 3= P(X)1—P(Y")

Mgk’ (X —Y) (8)

(2) Si X favorise Y (donc, X défavorise Y et aussi X défavoriseY), alors :

M (F=Y) = 5 L (;i;)(,)) L ;(PY(};/) Mar (X —7) ©)

A partir des deux Propositions 4 et 5 précédentes, on tire les relations entre une régle
négative a gauche et la reégle positive correspondante.

Corollaire 3 Pour deux motifs positifs X etY, on a les égalités suivantes.
(1) Si X défavorise Y (donc, X favorise Y et aussi X favorise Y), alors :

p(X) P
1-P(X")1-P(Y")

M/ (X—Y) = Mck(X—Y) (10)

(2) Si X favorise Y (donc, X défavoriseY et aussi X défavoriseY), alors :

P(X') 1-P(Y")

Mo ) = = =poey - P(v)

Mgk’ (X—=Y) (11)

De ce corollaire, on tire aisément une relation (cf. Corol. 4 ) entre seuils pour sélectionner
des regles négatives a gauche intéressantes ou élaguer celles non intéressantes.

Corollaire 4 Pour deux motifs positifs X etY, on a les égalités suivantes. Si X défavo-
rise Y (donc, X favorise'Y et aussi X favorise Y), alors pour un seuil a €0, 1] fixé :

1< M (X—Y) < —a s 2D PO p(X')  P(Y")

Ty T py @ < Max! (X=Y) < 75 T
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Proposition 6 Aux motifs emboités, on a les relations ci-dessous :
(i) Si XCY CZCA alors Mgk (X—Z) = Mgk (X—=Y)Mck (Y —2).
(i) Si  X1CXpC..CX;CX;11C..CX,CA  alors Mgk(X1—X,) =
721 Mak(Xi—Xin)

Par conséquent, Mgk est multiplicative sur une chaine du treillis de motifs. Ce qui appa-
rait intéressant dans la pratique, sur le plan d’élagage grace a la transitivité axiale.

Corollaire 5 Soient X1, X, ..., X;, X1, ..., X, des motifs tels que X, CX,C...
CX;CX;1C..CX,.

(i) Si X1—X,, est (Mg, a)-valide alors ¥i,j € {1,...,p} avec i < j, X;—X; est
Mgk, o)-valide.

(ii) Si il existe i,j € {1, ...,p} tels que X;,— X est non (Mcxk, o)-valide alors V1, k €
{1,...,p} tels que | <ietj <k, X;— Xy estaussi non (Mgk, o)-valide.

A part les cinq situations de référence mentionnées ci-dessus, Blanchard et al. (7) consi-
derent une autre situation de référence a savoir la situation d’équilibre ou d’incertitude
maximale (i.e., | X' NY’| = | X’ NY’]) : Une mesure de qualité est dite “mesure de
déviation d’équilibre” si elle prend une valeur constante quand le nombre d’exemples
et de contre-exemples de la régle sont égaux (7). Or a ’équilibre, Mg/ (X —Y) ~ %
asymptotiquement (3). Ainsi, Mgk est une mesure de déviation d’équilibre pour un grand
volume de données. Ce qui n’est pas le cas pour C'on fiance. Par ailleurs, par la considé-
ration du tableau de contingence obtenu par le croisement des deux motifs, s’appuyant sur
la statistique de x? de Pearson a un degré de liberté, la Proposition 7 ci-dessous montre
qu’il est facile d’élaborer les abaques des valeurs critiques pour la signification d’une
régle d’association Mgx-valide. X et Y étant deux motifs du contexte, on a :

Proposition 7

1 n—n n 2 . . .
S v Gl si X fav.Y ou X etY sont indépdts

nx n—my ’
Mag(X—Y) =

1ln—nx n—ny .2

n nx ny X"

si X défav. Y ou X etY sont indépdts

La figure 1 plus bas, par exemple, fournit plus d’éclairage sur les modes d’évaluation
du degré de dépendance entre deux motifs, dans cinq situations de référence : dépen-
dance positive (Figure 1 (1)), dépendance négative (figure 1 (2)), indépendance (figure
1 (3)), incompatibilité (figure 1 (4)), et I’implication logique (figure 1 (5)). Il apparait
que, contrairement a x2, la mesure My calcule le degré de dépendance orientée sur une
échelle limitée dans I’intervalle [—1, +1], en plus de son orientation : par exemple, dans
le tableau (figure 1 (2)) la tres significative dépendance entre les deux motifs revélée par
x? est en fait une dépendance négative et comme Mk’ (X —Y') = 0,1, donc trés faible
devant Mok’ (X —Y) = 4/9 = 0,444, 1, seule la régle négative & gauche X —Y est si-
gnificativement valide. Notons également qu’ici la conf(X —Y") = 0, 75 est suffisamment
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élevée aussi, alors que son évaluation selon Mgk reste relativement faible ( donc a taux
de saturation(Mgk ) = 15MeK = 2 ~ 0.556 > (1508 = 1 = 0.25)). En fait, il est im-

-0
médiat qu’en cas de lien positif non totalement 1mphcat1f, O < N({(?Kf < 1. Ce qui conduit

bien a affirmer que Mgk est plus discriminante que la confiance. Considérons deux mo-
tifs X et Y du contexte K. Leurs extensions respectives X’ et Y’ sont deux événements
de P(0), tels que : I’espérance mathématique de 1x/ étant E(1x/) = P(X') et sa va-
riance o%x, = P(X'")P(X’), la covariance de X et Y est cov(X,Y) = cov(1x/, 1y’) =
E(].X/ X 1Y’) — E(].X/)E(].Y/) = P(X/ n Y/) — P(X/)P(Y/) D’ou la relation cléf :

p(X,Y), )X Z;, si X favorise Y ou X et Y sont indépendants

Mgk(X —Y) =
ox( ) p(X,Y),/ Zi Z: si X défavorise Y ou X et Y indépendants

Et réciproquement :

p(X,Y) = /%M HX=Y)1e(X—Y)+, /%M UX=Y)1q(X—Y).
Ainsi, la mesure Mgk et le coéfficient de corrélation linéaire p ont le méme signe. Aussi,

Mgk intégre la corrélation et oriente cette dépendance eu €gard a sa propriété non symé-

trique. D’ou les diverses maniéres d’interpréter une régle Mgk -valide intégrant celle du
coéfficient de corrélation linéaire p(X,Y") a la différence de la non symétrie cette fois :

en terme de similarité dynamique, une dynamique vers 1’identité de la variable prémisse

sur la variable conséquant, en terme de moyenne géométrique.

3. Conclusion

Ces propriétés montrent que la mesure de qualité normalisée Mgk permet de sélec-
tionner moins de régles que la mesure Confiance si 1’on se borne aux régles positives,
mesure conjointement 1’écart a I’indépendance et le degré d’implication statistique entre
deux motifs, respecte la condition d’équilibre pour un grand volume de données. S’avé-
rant favorablement plus discriminante que Con fiance, Mgk a entre autres 1’avantage
d’élaguer systématiquement les régles dont prémisse et conséquent sont indépendants.
Grace a sa cohérence avec I’attraction et la répulsion entre deux motifs, elle est moins
ambigiie et plus intelligible que le test de Khi-deux d’indépendance et la traditionnelle
Con fiance. Néanmoins, eu égard au caracteére intuitif du mot con fiance dans le lan-
gage social et au concept de probabilité conditionnelle qu’on lui fait incarner, il s’avere
utile de garder ce terme, mais cette fois pour les régles Mgk-valides uniquement. Dans le
futur proche, un travail sur la génération des bases composites de telles regles d’associa-
tion sera effectué. D’ors et déja, en guise de validation, nous exhiberons une application
sous forme de bases composites de régles sur un jeu de données concréetes (Cf. Annexe).
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VY Y [ IS Y] Y Y |
X 3000{2000|5000 ||X 1000|3000{4000 ||X 2200 1800|4000

X 2500(2500(5000 ||X 4500| 1500|6000 ||X 3300(2700|6000

5500450010000 5500 |4500| 10000 5500|4500 | 10000
(1) Dépendance positive (2) Dépendance négative (3) Indépendance
X2 =101, Mgg = +0.11 2 = 2424, Mg = —0.54 X2 =0= Mgk
BN K O I e BN L
X 0 2000 {2000 X 30000 3000
X 6000|2000 | 8000 X 3000 {4000 |7000
6000 [4000| 10000 6000|4000 | 10000
(4) Incompatibilité : x* = 3750, Mgx = —1  (5) Implication logique
Figure 1. Cinq situations de reférence X2 = 2857, Mgk =1
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