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RESUME. Le pneumatique animé d’un mouvement de rotation de vitesse angulaire constante Q2 est
assimilé a un tore dont le cercle générateur est de rayon R. Le contact pneumatique/chaussée est
schématisé par une ellipse de demi grand axe a. Lorsque (QR/Cp) < 1 et (a/R) < 1 (Cp étant
la vitesse du son), on montre qu’ a I'échelle de temps rapide R/Cy, le mouvement de I'air dans le
pneumatique excité périodiquement en surface engendre une onde acoustique h. Létude montre que
le mode p = 0 est résonant et 'onde h a la résonance évolue de fagon quadratique en temps. On
montre également que cette variation de 'onde acoustique, a l'infini est d’autant plus rapide que la
pression moyenne dans la chambre est basse.

ABSTRACT. We assimilate the rotating pneumatic tyre with constant angular velocity Q2 as a torus
whose generating circle radius is R. The contact tyre/road is schematized as an ellipse with semimajor
axis a. When (QR/Cp) < 1 and (a/R) < 1 (where Cj is the velocity of sound), we show that at
the rapid time scale R/Cy, the air motion within a torus periodically excited on its surface generates
a acoustic wave h. The study shows that the acoustic mode associated to p = 0 leads to resonance
and the acoustic wave h in resonance moves quadratically in time. We also show that this variation of
h is asymptotically more rapid when the mean pressure in the domain is lower.
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1. Introduction

Nous étudions I’écoulement de I’air dans le pneumatique que nous modélisons comme
étant un tore 7 dont le cercle générateur est de rayon R tandis que le cercle de section
est de diametre d. Au contact du pneumatique avec le sol, il se crée une déformation
que nous modélisons par une ellipse A* d’axes 2a et 2b avec a > b. Relativement au

N N = 104 s . sz .
repere (X, Y, Z°) lié a laroue, le mouvement de I’air, généré dans le pneumatique par la
déformation A* se déplace le long de la surface du tore avec une vitesse angulaire (—£2),
de fac_;on -périodique autour de I’axe Z'.

2. Equations

Nous supposons que I’air a I’intérieur de 7 est un gaz parfait a entropie constante et
— —
nous négligeons les effets de dissipation. Nous notons v = (Y, H C) ou C est le centre

de la roue et H le pied de la perpendiculaire abaissée de C' sur le plan tangent contenant
A*. Les équations du mouvement de I’air dans le repére entrainé sont

26+ pdivi =0 5 pBF +p0PT +200 AT +Vp=T0 dansT
D . it ey
u.N=(Q+ )g51n(0+1/+ 5) — g surdT,

—
N — 2z . . P N
ol x représente le vecteur radial, p la pression, IV la normale extérieure a la surface de

—_
T, (0,0) les coordonnées polaires tandis que pQ>2 et 2pQ A U sont respectivement
les forces d’inertie et de Coriolis. Le terme % résulte de la dynamique de 1’ensemble

roue-carrosserie représenté par un modele schématique unidimensionnel. Nous notons h
I’enthalpie et C la vitesse du son. Nous avons au repos

QQ 2
T=0 ; h=ho(T) avec ho(T)+ ——

= constante. 2)
Avec I’adimensionnalisation suivante
= R =
W =QaU, h=hy(T)+Q2Rah, t= 5. T =R7, dS=nabdS., (3
0

les équations (1) deviennent

Al

— ~1-1[ .+ - = ~ = =
U + My, [14—( - 1)6Mt2rh} [ah’ + My (6(w.V)h — ﬂ&f)] = 0dans 7

@‘Q’
2

{Vh-i—Zz AT +5(u V)u = 0 dans 7

=

ﬁ = [9 + 5 My — SMEF/ (=) |1+ 60 F7 ()| %45 — 4.8 sur 0T

“4)
avec 0 = a/R, My, = (Q2R/C)) le nombre de Mach de translation du fluide dans 7 et
XA+ la fonction caractéristique de .A*. La fonction F’ définissant le profil de la route, nous
avons

s 2M} =, , Qg ~
= HEF e -0 28 [ drar 0
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Figure 1. lllustration schématique du modele

oll g /4 est un parametre o(1) tandis que
-~ ~ M oo
N (Z(T)) =Z(r)+ TAL;M”/O Z(t — 1) sin (%Mh.ﬁ) dr; V. ©6)

Un travail antérieur [1] a montré que 1’écoulement de 1’air dans 7 est a faible nombre
de Mach. Soit M, < 1. Nous supposons que la carrosserie et la roue respectivement
de masses M et m sont liées par un ressort de raideur k£ animé d’un mouvement vertical
suivant Y de sorte que w = 4/k/M. La mise en mouvement du fluide étant impulsive,
nous prenons a I’instant initial

~ —

(@;h) = (0;0). )

3. Mise en évidence du mode associé ap =0

Nous étudions le probleme (4)-(7), en utilisant le développement asymptotique avec
My, comme petit parametre de perturbation

I~ = = 2 = 7
(u,h)=(1o,ho) + My(U1,h1)+ M;(Ua,ha)+ ... ®)
A I’ordre principal du développement (8), le systeme (4)-(7) s’écrit

=
== BUO

P — - = 1 ™
V.70 =0et :Odans’T;uO.N:f(Hﬁ—f)XA*. ©)
or é 2
A T’ordre un du développement (8), si nous posons
= = T, = T2 =
ho(r, Z)=hy'(1,Z)+hy ' (T) (10)

ou ﬁ((f) est une foncion donnée, solution d’un probléme elliptique provenant du dévelop-
pement. Alors la fonction h[()l) vérifie les équations adimensionnelles d’ondes acoustiques
32715) 1)

or2
=
T

B0, F) = R (F).

— AY =0 dans T; 6%1).ﬁ == +0+ g)dsﬁ - 731(’7(;5“)} Ya-

dr3

(11)

CARI 2010 - YAMOUSSOUKRO
-527 -



~ —
Afin d’étudier (11), nous simplifions en remplagant dans la suite hél) (1, T ) par h(7, @).
En supposant les sinuosités de la route régulieres et caractérisées par la fréquence p, nous
effectuons la transformation de Laplace

(A< 280+ ) = [T (g Fen) e a2

G
avec (h ) ( h(2 ) lorsque 7 — 0. Le probléme de I’acoustique
(11 dev1ent

pQ/ﬁ — Ah = —pi~z(()2) dans 7
—~ = = 3 - -~ e(—p+in)Ty (13)
Vh.N = [X(p) -p’(0+7) (w(p) + W)} XA+ sur 0T
ot T} > 0. 9)(p) est une fonction holomorphe dans Re(p) > 0 et
S 1 2nBp? (p2 + mTMWQ) @(p) e(—p+ip) Ty
p p+(2 a72+w) +2 a2M+mF P tp
avec we = C% % Afin de rechercher les pdles susceptibles de conduire a la
résonance, nous écrivons h sous la forme

~

hip,.) =hi(p,) + X(0)H(p,.) (15)
ot la fonction H (p, .), analytique en p est I’'unique solution de
273 =~ — A =
p?H—AH =0dansT ; VH.N = y4-(.) sur 7. (16)
Elle admet des pdles en
p=0 si mes(A*)#£0, et p=tiw, 17

les w,, étant les fréquences propres de vibration acoustique de 7 .
Dans (15), La fonction k4 (p, .), analytique en p vérifie le systeme

—

27 AT 7@ . O N
p“h1 — Ahy = —phy”’ dans T ; Vh;.N

3 T ~ e(fp‘i’%u')
P60+ 3) (000 + =0 e
(18)
avec des pdles en p = i et p = +iw,. En effectuant la transformation inverse de (12), la
solution du probleme de 1’acoustique (11) s’écrit

1

h(t,7) = —/ h(p, @ )ePdp (19)

2

ol, A est une droite parallele a I’axe des imaginaires et tracée dans Re(p) > 0.

Tenant compte de (15), nous notons que 1’onde acoustique h(7,.) entre en résonance
lorsqu’un pdle d’excitation issu X (p) coincide avec 1’un des modes propres provenant
des poles de I-Al(p, .). Or en scrutant (14) et (17), nous remarquons que p = 0 est a la fois
pole de X (p) et de H (p,.). Par conséquent, le mode p = 0 est résonant.
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4. Etude numérique de la résonance acoustique en p =0

Théoréeme 4.1. La fonction ﬁ(p, T') définie en (16) au voisinage de p = 0 vérifie la
relation :

~ _ mes(A*) 1 =~
H(p,.) = “mes(T) P2 + Ho(.) + o(p) (20)
oit, o(p) — 0 lorsque p — 0, et Ho(T) vérifie :
APAIO = M dans T ﬁ.?ﬁo = xa-(.) sur 97T. 21
mes(T)

Preuve. Sans restreindre la généralité, considérons le développement suivant

ilp.) = T2+ T )+ o), 22)

En substituant (22) dans (16), nous montrons que a _get H _1 sont des constantes. Tenant
compte de la relation de compatibilité associée, nous établissons que

~  mes(A*) =
Hfz — W et Hfl — 0 (23)

Et par suite, ﬁo vérifie
= =~ — =~
AHy=H_5 dans 7 ; N.VHy=xua-(.) sur 07. o (24)

Si nous appliquons le théoreme des résidus a (19), en p = 0. Nous obtenons compte
tenu de (14) et (20)

mes(A*) o B ﬁo(?).

) —
W, @) = 25mes(T)T 5

(25)
Afin d’interpréter le phénomene de la résonance, nous recherchons ﬁo en résolvant nu-
Lt N . . - = =
mériquement (21) en 2D. dans le repere cylindrique (€ ,, €, 7z ), nous avons pour tout
point M € T
A — . —
CM = (R+ pcosp)€,+ psinpz. (26)
. - = =
Partant de (26), nous générons le repere local direct (E ,, E'9, E ,) en posant
—_

.
E,=cospe€,+singz et E,=—sinpe,+cospz, 27

— — =
E ¢ étant un vecteur unitaire normal au plan (E ,, E',). Dans le repere local, nous fixons
0 en considérant la section droite de 7 passant par sa partie en contact avec le sol. Le
laplacien s’écrit donc en 2D

0? 10 1 02 cos 0 sin 0
A= -2 29 g 2 (8
392+989+928@2 R+ ocospdo  o(R+ pcosp) D’ 28)
tandis que le gradient est
v-B,2  E LD (29)
‘00 Y00y
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Dans une note antérieure [3], il a été établi que

_ (M—i—m)g.

Pymes(A*) = 30)

wab

Tenant compte de cette hypothese, si nous posons

d\ ! d\ 7~ Rd?
@)

le probleme elliptique (21) s’écrit en coordonnées polaires (7, )

2H H 2H H i H M
9°Hy | 19Hy 16Ho+m(cos(p%_wﬁ)_( +m)g

or2 r or 2 92 r Q¢ ) 2m3abPy
pour 0<r<1l ; 0<p<2n (32)
aafio lr=1 =1 si — %b <p< %b et 6;7{0 r—1 =0 sinon,
olle = % et vérifie ¢ < 1, en raison de I’hypothese de faible déformation. Nous réali-

sons un maillage de la section droite de 7 en posant, pour i, j € N
ri=0—1 et p;=0G—-1 ,0<r<1l,0<yp;<2r.  (33)

ou [, et I, désignent respectivement le pas radial et le pas angulaire. Notons
Hy (r;,pj) = Hij et M;; = M(r;, ;) tel que 0 < r; < 1. En utilisant les différences
finies centrées pour les dérivées secondes a savoir

02Hy  Hi_vj —2H;j + Hyij C9?Hy  Hy—1 —2H;; + Hij

- 12) = 12
or? 12 o (i) 0p? 12 +o( “’)
(34)
et pour les dérivées premieres,
OHy  Hiw1; — Hi1; OHy Hiiyq1 — Hii
0 _ Zitl Yopo(1?) et 0= dH 0Tl 6(12). (35)

or 21, Jp 21,

nous obtenons pour 1’équation dans le domaine 7 du systéme (32) le schéma suivant

(M +m)

g
o1 15+ 0 Hyj 4 vigrj Hiprj + 01 Hij—1 + &1 Hij = Sr3abPy (36)

Les coefficients des (H;;) sont fonctions de I, I, et du petit parametre . L’équation (32)
admettant une singularité en r = 0, nous levons celle-ci en réécrivant cette équation dans

le repere rectangulaire (C, ?, 7) . Pour cela, nous tenons compte de (26) et (31) et nous
posons

—1
T=R 'z et Z= <‘21> 2. (37)

Nous obtenons

0*Ho  0*Hy  €20Hy (M +m)g

z ot p l-e<¥<lteet0<Z<1 (38
dx? 022 T 01 273abPy e<T<l+eetd<z<l. (38)

CARI 2010 - YAMOUSSOUKRO
- 530 -



Nous choisissons & = 57—. De sorte qu’en prenant [, = [, = [, sur les axes (O, )_5) et
(0, 7), nous obtenons pour r = 0, par application de (34) et (35) & (38), le schéma aux
différences finies suivant

Hyop41 — 2Hq1 + H21+H2,k+1 —2H11 + Ho 3p41 +€2(H21 — Hoppi1) (M 4m)g

12 l?a 21, 2m3abPy
(39
Pour la condition aux limites, nous posons
oH, 3H;: —AH;_1; + Hio;
Sy = I TR o) 1< <4k, i ke (40)
T r

Tenant compte de (40), nous allons adjoindre aux équations (36) et (39) le schéma suivant
correspondanta r = 1

SHij — 4Hi_1j + Hi_gj e 217«51]‘ pour 1 <j <4k , ¢ fixé 1)

ol (d;;) désigne le symbole de Kronecker.
Pour la simulation numérique, nous prenons les valeurs suivantes :

d=02m, R=03m, a=0.06m, b=0.03m, M +m =615Kg
2 1 7 (42)
g=19.8m/s*, l. =35 etl,=%.

La pression P, prend respectivement les valeurs :

3.0 105Pa , 3.5 10°Pa et 4.0 10° Pa. (43)

Nous obtenons les graphiques suivants

1 T 1 T

— P =30es05P2 T
Tom=a P0:3,59+05Pa PD=3‘5€+U5PH
s By =40estsPa| | L ~o — P =4l Pa |

Figure 2. Evolution de h en O (a gauche) et en Mss (a droite) pour différentes valeurs de
la pression Py

En analysant la figure obtenue, nous remarquons qu’a la résonance, 1’onde acoustique
h tend d’autant plus vite vers I’infini que la pression a I'intérieur du domaine 7 diminue.

CARI 2010 - YAMOUSSOUKRO
- 531 -



5. Conclusion

Notre analyse a montré qu’a I’échelle de temps rapide R/Cj, le mouvement de 1’air
dans un tore en rotation et excité périodiquement en surface engendre une onde acous-
tique. Celle ci est mise en évidence a 1’ordre un du developpement asymptotique avec
le nombre de Mach My, comme petit parametre de perturbation. Nous avons en outre
établi que le mode associé a p = 0 est un pdle de résonance acoustique. Une étude nu-
mérique de I’onde acoustique associée a ce pdle a permis de montrer qu’a la résonance le
sous-gonflage du pneumatique fait décroitre plus rapidement cette onde acoustique vers
I’infini, lorsque 7 — +o0.
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