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RESUME. Dans ce travail, nous présentons un nouveau schéma d’approximation du flux diffusif sur
un maillage hexaedrique non-structuré 3D. Ce schéma s’appuit sur une idée qui consiste a utiliser
I’approximation par différences finies centrées tout en se libérant de la contraignante condition d’or-
thogonalité. Le principe consiste alors a effectuer un changement de base adéquat.

ABSTRACT. In this work, we present a new scheme to approximate the diffusif flux on a hexahedral
3D unstructured mesh. This scheme is based on the following idea: use the cell centred finite differ-
ence approximation without be oblige to verify the constraining orthogonality condition. The principe
consists in carrying out an adequate change of bases.
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1. Introduction

L’ opérateur de diffusion intervient dans plusieurs types des modeles décrivants divers
problémes physiques. En volumes finis la méthode classique utilisée pour approximer le
flux numérique induit par cet opérateur est la méthode des différences finies centrées [1],
[2], [5]. Mais I’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle ne s’applique que sur des
maillages dont la droite joignant les barycentres des deux mailles adjacentes est orthogo-
nale a leur interface commune. Pour surmonter cette contrainte majeure on trouve dans
la littérature 1’utilisation de maillage dual [3], [8]. Mais construire ce genre de maillage
en 3D est d’'une grande complexité voire hors de portée. On trouve aussi comme dans
[6] en 2D, ou ’auteur considere toujours les deux mailles adjacentes mais crée a 1’inté-
rieur de celles-ci deux points tel que la droite porté par ces deux points soit orthogonale
a l’interface et applique ainsi les différences finies centrées utilisant une interpolation
des inconnues aux barycentres des mailles concernées. Ici également en 3D le choix de
la direction ol prendre I’intersection sera d’une grande difficulté. Dans notre approche,
nous présentons un schéma qui utilise au mieux les différences finies centrées tout en
surmontant la condition d’orthogonalité. Ceci passe alors par la construction d’une nou-
velle base dans laquelle les différences finies sont possibles. Vue que le vecteur porté par
la droite qui passe par les deux barycentres des mailles adjacentes n’est pas colinéaire a
la normale, la projection de 1’approximation du gradient interfacial par un schéma dif-
férences finies centrées utilisant les inconnues discretes de part et d’autre de ’interface
nous fait perdre de 1’information. Pour cela, nous avons besoin de compléter ce vecteur
par deux autres vecteurs linéairements indépendants qui vont nous permettre de corriger
cette valeur projetée. Pour pouvoir utiliser les valeurs dont nous disposons nous allons
créer quatre points artificiels qui vont nous donner les deux autres directions dont nous
avons besoin et ces points sont les milieux des segments joignants les barycentres des
mailles se trouvant au dessus en dessous, devant et derriere I’interface sur laquelle nous
voulons approcher le flux. Les valeurs de nos inconnues en ces points seront les moyennes
des valeurs aux barycentres. La méme construction de ces points a été€ considérée par F.
Naifar [9] et P. Wilders et al [9]. Le premier dans le but de construire une nouvelle cel-
lule P; contenant I’interface et calcule ainsi la moyenne du gradient dans cette nouvelle

1
cellule : Ve =~ ﬁ / Ve dx. Le second en dimension deux mais avec un maillage
il Jp,

triangulaire.
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2. Equation mathématique

Nous-nous intéressons dans ce travail a la résolution numérique de 1’équation de la
chaleur et qui est donnée par :

7]

a—zf —chu=0  Y(tx)€E0,T]xQ [1]
Ot Q est un domaine borné de R3, u(+, -) est I'inconnue du probléme et ¢ une constante
positive.
L’équation (1) est complétée par une condition initiale et une condition aux limites :

w(0,2) = up(x) VYo € Q, u(t,z) =up(t,x) V(t,z) €[0,T] x Q- [2]

Ot ug(+) et up(+, ) sont supposées connues et ayant toutes les bonnes propriétés pour que
la solution de (1) existe.

3. Résolution numérique

La méthode de discrétisation spatiale que nous allons utiliser dans ce travail est la
méthode des volumes finis voir [4], [5] pour plus des détails. Le domaine physique €2 est
ainsi partionné en des polyedres M;, appelés mailles, pour former un maillage en ouverts
connexes disjoints. L’ inconnue u(t, .) est alors approximée par une fonction constante sur
chaque maille. Nous approximons la condition initiale par des fonctions constantes par
maille que nous notons uY. Considérons At = % le pas de discrétisation out N est un
entier fixé et t" = n/\t, la donnée de la solution approchée dans la maille M; au temps
t™ est notée par v . Le principe de la méthode des volumes finis consiste alors a intégrer
I’équation (1) sur [t",¢"+1] x M;. On obtient ainsi a 1’aide de la formule de Green I’égalité
suivante :

I Y S |

(Vu"tt - ny;) dl = 0- [3]
UmE@JVf,; Tij

Ou 05, n;;, | M;| sont successivement I’interface commune entre deux mailles M; et M;,
la normale extérieure sur la j-ieme face de la maille M; et la mesure de la maille M;.

3.1. Approximation du flux diffusif

Dans le cas d’un maillage ot la normale a I’interface o;; passe par les barycentres X;
et X; des deux mailles qui lui sont adjacentes, le calcul du flux diffusif @ = fa,:7 (Vu -
n;;) dI' qui apparait dans (3) peut se faire par un schéma de différences finies centrées
utilisant les valeurs des inconnues en ces points [1], [2]. Dans le cas contraire une telle

approximation n’est plus valable. Pour surmonter cette difficulté nous construisons une
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nouvelle base dans laquelle I’approximation de fl)bt possible par différences finies.
Pour cela le meilleur choix est celui de prendre X;X; comme premier vecteur. Et les
deux autres seront successivement X, X et X . X4 avec X, X3, X, X4 respectivements
milieux des barycentres des deux mailles qui sont au dessus, en dessous, devant et derriére
I’interface sur laquelle nous voulons approcher le flux figure (1).

X, = XS;‘XG , X, = X4-£X5 , X, = XQ-;Xm L Xy = X7-£Xs_

Nous calculons alors le flux dans cette nouvelle base et apres nous le projetons dans la
direction normale, ce qui nous permet d’aboutir a I’approximation suivante :

Ui — Uj Ug — Up Ue — U e
o U i 1 a 1 c 1
Vuong ~ U pt ny 4 LB pt)y g M pt)y oy 4]
Di.Z Da.b Dc.d
ou U, Up, Ue €t ug sont determinées comme suit :
Ug = US;UG LUy = u4—5u5 , U= u9-§u10 L Ug = urtus

P est la matrice de passage de la base canonique a la base (X;X;, X,X;, X.X,). Pour
définir P nous adoptons la méme terminologie utilisée dans [7]. La notation [P~1]; si-
gnifie la j°“™¢ ligne de la matrice P!, etenfin D; ; = d(X;,X;), Doy = d(Xq, Xp) et
D.q=d(X.,Xq).

Figure 1. Construction des points : plan XOZ (G), plan XOY (D)

Remarque :  Dans le cas d’un maillage structuré, ona [P~1]; -n;; = let
[P~ -my; = [P7Y3 - n;; = 0. Ainsi les contributions du flux dans les deux direc-
tions engendrant le plan de I'interface seront nulles, et nous retrouvons 1’approximation
classique utilisée dans la litérature.
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4. Résultats numériques

Dans cette partie, nous allons procéder a la validation de notre schéma. Nous utilisons
pour cela I’équation de la chaleur dont la solution exacte est connue. Ceci nous permettra
de valider notre résolution mais également le traitement qu’on fait des conditions au bord.
Le domaine est 2 = [0, L] x [0, L] x [0, L] avec une frontiere 02 partagée en trois parties
définies comme suit :

I={z=0, (y,2) R’} To={z=L, (y,2) eR?} T3=0Q\T U,

La figure 2 donne les différents maillages utilisés : maillage 1 : 10x10x10 (G), maillage
2 : 20x20x20 (M) et le maillage 3 : 40x40x40 (D). Avec I’abréviation : G (gauche), M
(millieu) et D (droite).

Figure 2. Plan coupe du maillage

Test 1 Dirichlet-Dirichlet Test 2 Dirichlet-Neumann
ou ou
w— — kAu = w— — kAu =
pC. T u=0 pC. T u=0
u(lz=0,y,2,t) =ur I u(lz=0,y,2z,t) =ur I
u(lx = L,y,z,t) =uz T2 u(lx = Ly, z,t) =uz T2
u=ui + F(uz —u1) I3 Vu-n=0 I's

Test 3 Dirichlet fonction du temps

ou

pCvE —kAu =0
_12r &k 2 2
u(x = 07 y72>t) = exp 152 oyt sin %y sin %Z Iy
12n _k
u(@ = L,y,zt) =exp L2 70 sin Z¥sin 2= I
u=20 Fg

La solution exacte du Test 1 :

127w _k
— == ——t . .2 .
u(x,y,z,t) =exp L2 PCv " sin %Tx sin =¥ sin %Tz +ur + 7 (u2 —w1).
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La solution exacte du Test 2 :

k

127
— t .
u(z,y,z,t) = exp L2 700" sin 222 cos 22 cos 222 + uy + £ (ug — u1)

=
N

7w _k +
»Cv " Ccos

i 2y i 27z
sin I sin I

2nx
L

3
N

La solution exacte du Test 3 : u(z,y, z,t) = exp

l "“'
!I -
B=
|

| i

Figure 3. Test 1 : cas structuré, plan y=0.25. La solution exacte (G), solution approchée :

sur maillage 1 (M), sur maillage 2 (D)
I - . 1

Figure 4. Test 1 : cas non-structuré, plan y=0.25. La solution approchée : sur maillage 1

(G), sur maillage 2 (M), sur maillage 3 (D)
il I I
N
-l b i

Figure 5. Test 2 : cas structuré, plan y=0.5. La solution exacte (G), solution approchée :
sur maillage 1 (M), sur maillage 2 (D)
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Figure 6. Test 2 : cas non-structuré, plan y=0.5. La solution approchée : sur maillage 1
(G), sur maillage 2 (M), sur maillage 3 (D)
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Figure 7. Test 3 : cas structuré, plan y=0.25. La solution exacte (G), solution approchée :

sur maillage 1 (M), sur maillage 2 (D)

Figure 8. Test 3 : cas non-structuré, plan y=0.25 :. La solution approchée : sur maillage 1
(G), sur maillage 2 (D)

Les figures 3-8, montrent clairement que plus on raffine le maillage, plus on se rap-
proche de la solution exacte. Et ceci exprime la pertinence de notre méthode ainsi que de
notre schéma. Dans le tableau 1 nous donnons I’erreur relative L> en fonction du pas de
discrétisation.
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h Erreur L>° h Erreur L™ ‘ h Erreur L™ ‘
0.1 2.50.1073 0.1 3.08.102 0.1 2.82.1072
0.05 | 5.32.107% 005 | 2.61.1072 0.05 | 2.49.1072

0.025 | 8.80.10°° 0.025 | 4451073 0.025 | 1.56.102

Tableau 1. Erreur L™ : Test 1 (G), Test 2 (M), Test 3 (D).
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