ARIMA

Sur le modéele AM2 de digestion anaérobie

Boumediéne Benyahia 2b¢* — Tewfik Sari ¢ — Brahim Cherki @ — Jérome
Harmand b¢

4 Laboratoire d’ Automatique de Tlemcen, Université Aboubekr Belkaid,
BP: 119, Tlemcen, Algérie
benyahiab@yahoo.fr, b_cherki@yahoo.fr

b Laboratoire de Biotechnologie de I’Environnement, INRA,
Avenue de Etangs, 11100 Narbonne, France
harmand@supagro.inra.fr

€ EPI MERE INRIA-INRA, UMR MISTEA, SupAgro,
2 place Viala, Montpellier, France

d Laboratoire de Mathématiques, Informatique et Applications,
Université de Haute Alsace, 4 rue des Fréres Lumieére, Mulhouse, France

Tewfik.Sari@ubha.fr

* Corresponding author.

RESUME. Ce travail propose une analyse des points d’équilibre et de leur stabilité du modéle connu
sous le nom AM2 (ou AMOCO) développé dans [3] pour décrire la dynamique d’un traitement biolo-
gique anaérobie des eaux usées. Les points d’équilibres sont carractérisés et leur stabilité est étudiée
en fonction des valeurs des paramétres du systéme.

ABSTRACT. This paper deals with the analysis of the equilibria and their stability of the so-called AM2
(or AMOCO) model developed in [3] to describe the dynamical behavior of an anareobic fixed-bed
wastewater treatment process. Depending on the model parameters, the steady states are analytically
characterized and their stability is analyzed.
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1. Introduction

La digestion anaérobie, ou méthanisation, est le processus naturel de dégradation de
la matiere organique en absence d’oxygene. Le principal avantage de la méthanisation est
que la quasi totalité de la matie¢re organique dégradée se retrouve sous forme de biogaz,
composé de méthane a plus de 50%, qui peut étre valorisé sous forme d’énergie. Toutefois,
ce procédé peut étre déstabilisé suite a une surcharge organique (apport trop important de
substrat). Afin de mieux comprendre son fonctionnement et de proposer des stratégies
de commande adaptées, de nombreux modeles ont été€ proposés. L'un des modeles les
plus appropriés pour le contrdle est le modele “AM2”. 1l a été développé dans le cadre
du projet européen AMOCO (Advanced MOnitoring and COntrol System for anaerobic
processes, European FAIR project No. ERB-FAIR-CT96-1198). 11 s’agit d’'un modele en
deux étapes (correspondant a deux réactions biologiques en cascade d’ou son nom) décri-
vant notamment les processus d’acidification et de méthanisation, [3]. Bien que plusieurs
études récentes lui aient été consacrées [4, 6, 7], son analyse mathématique rigoureuse n’a
jamais été proposée. En effet, les analyses menées jusqu’a maintenant ont (i) soit ramené
son étude a celle d’un systéme simplifié (en deux dimensions en faisant une hypothese
sur la quantité maximale de matiére organique acidifiée arrivant de la premiere réaction,
cf. [6, 7]) (ii) soit étudié le modele en supposant une plage restreinte de fonctionnement
(cf. par exemple [5]). Le but de ce travail est de fournir I’analyse mathématique compléete
des équilibres du modele AM2 et de leur stabilité.

2. Le modéle AM2

Considérons le modele mathématique suivant de la digestion anaérobie basée sur deux
réactions principales, ol le substrat Sy est dégradé dans un substrat S5 par des bactéries
X puis le substrat Sy est dégradé par des bactéries X,. Ce modéde proposé a 1’origine
dans [3] s’écrit

S1 = D(S1in — S1) — k11 (S1) X4 [1]

X, = [11(S1) — D] X, [2]

So = D(Sa2in — S2) + kapu1(S1) X1 — kapa(S2) X2 (3]
X5 = [u2(S2) — aD] X [4]

ou D est le taux de dilution, S14, et So;, sont respectivement les concentrations en entrée
des substrats S et S. Les paramétres k; sont les coefficients pseudo-stoechiométriques
associés aux deux réactions et le parameétre « € [0, 1] représente la fraction de la biomasse
qui quitte le réacteur.

On suppose dans ce travail que les cinétiques 1 et uo, satisfont les propriétés sui-
vantes :
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H1 i est une fonction croissante de Sy, telle 11 (0) = 0, pf(S1) > 0 pour S; > 0, et
p (+00) = my.

H2 5 est une fonction de S qui croit jusqu’a une concentration S27 puis décroit, et telle
que 112(0) = 0, p12(S3") = p3", p5(S2) > 0 pour 0 < S < S, et 5 (S2) < 0
pour Sy > S,

Pour les illustrations numériques on considerera les fonctions de Monod p; et de
Haldane o suivantes qui vérifient les hypotheses H1 et H2 :

ma S

Sz
K2+S2+E

m151

pi(Si) = TS

p2(S2) =

Pour illustrer les résultats on présente des simulations numériques du systeme (1-4) pour
des valeurs des parametres biologiques suivantes

Par. ma Kl mao Kg Kl (% kl kg k3
Val. de [3] 1.2 7.110.74]9.28 | 256 | 0.5 | 42.14 | 116.5 | 268
ET. 5 1 0.9 |13.7]320|04 | 18.94 | 113.6 | 52.31
Val.uti. |05—-055—-06 (21| 15| 30 | 50 |0.5| 25 250 268

qui sont dans les gammes des valeurs identifiées dans [3]. On utilise les valeur suivantes
des parametres que 1’on peut fixer arbitrairement dans une ex périmentaion :

D =03, Stin = 10, Soin = 5.

2.1. Equilibres du modéle (1-4)

On utilise dans la suite les notations suivantes. Soit D < mj. On note par \; la
solution de I’équation p1(S1) = aD. Si @D > my, cette équation n’a pas de solution et
on pose A\; = +00.Si A\; < S14, On note par

k
Soin = S2in + kﬁ(slm —A1).
1

Soit aD < pd?. On note A} < A2 les solutions de I’équation 112(S2) = aD. Si aD =
pd, cette équation n’a qu’une solution et on pose A} = A\3. Si aD > pd?, cette équation
n’a pas de solution et on pose A} = +oo.

Pour les valeurs des parametres indiquées dans la section précédentes, les valeurs de
A1, A et A\ sont représentées sur la Fig. 1.

Nous verrons dans les simulations numériques que pour ces valeurs assez proches de
m; égales respectivement a 0.5,0.55 et 0.6, le systéme présente un comportement asymp-
totique radicalement différent : lessivage de X2 dans le premier cas (Fig. 2), convergence
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vers un équilibre positif dans le second cas (Fig. 3), et bistabilité dans le troisi¢me cas,
c’est a dire que selon la condition initiale, il peut y avoir soit convergence vers un équi-
libre positif (Fig. 4), soit lessivage de X5 (Fig. 5). Il est donc d’un grand intérét pour les
applications de bien identifier les parameétres biologiques et de disposer d’indices fiables
pour évaluer le risque de déstabilisation du systeme (marge de stabilité et indice de risque
de déstabilisation) [6, 7].

m1 = 0.6
mi=055
1=0.5
04
03
%
034
024
02
0.1
0,14
0 T T 1 0 1 T 2 T T 1
0 5 10 15 0 50 100 150 200
AU'AL 5 A1 Az A @

Figure 1. A gauche, les fonctions pi1(S1) pourmi = 0.5 (A1 = 8.4), m1 = 0.55 (A\1 = 5.6)
etm; = 0.6 (\1 = 4.2). A droite, la fonction s (S2) (A3 = 27.052, A3 = 55.447).

Proposition 2.1 Le systéme (1-4) a au plus six points d’équilibre :

— EY = (S1in, 0, Sain, 0) qui existe toujours.

- E{ = (S1in, 0,7}, X3) 00t X3 = k%a(smn—)\é),i = 1,2, qui existe si et seulement
Si Szm > )\é.

- EY = (M, X{,S35,,0) on X = ,C%a(Slm — A1), qui existe si et seulement si
Stin > A1.
— By = (M, X, A5, X57) o X5 = 1585, — A3), @ = 1,2, qui existe si et

seulement si S1,, > A1 et S5;, > /\g.

2.2. Points d’équilibres hyperboliques

L’existence et la stabilité des points d’équilibre dépend des positions relatives des deux
nombres Sy, et A1 et de celles des quatre nombres A\, A3, S, et S5 - Dans le cas
hyperbolique ot la matrice jacobienne a des valeurs propres de parties réelles non nulles
I’existence et la stabilité des points d’équilibre sont résumés dans les tableaux suivants
[2]. Le symbole S se lit localement stable, le symbéle [ se lit instable. S’il n’y a pas de
symbdle, cela signifie que le point d’équilibre n’existe pas dans ce cas.
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Théoreme 2.1 S’il y a lessivage de X1, alors

1 Stin < A\ E? Ell E12
1.1 Soin < /\% S

1.2 )\% < Soin < /\g 1 S

1.3 )\% < Sgin S S I

Théoreme 2.2 S’il n’y a pas de lessivage de X1, alors

2 Stin > M1 HE?‘E%‘E%‘EQ‘E;‘E&
2.1 S3in < A3 I S

2.2 | Soin <A< S5, <N | I I1]S

2.3 | Soin < )\% < )\% < S;“.L I S S I
24| M < Soin < S3, <M || I | I S

25| M <Soim<A3<Ss, || T | I IS

2.6 AL < A3 < Sain I | 11881

Lorsque m; = 0.5, 55;,, = 21, donc c’est le cas 2.1 qui se produit et le systeme possede
un seul équilibre stable EY = (8.4,0.128,21,0). La Fig. 2 représente une solution numé-
rique convergeant vers cet équilibre.

Lorsque m; = 0.55,.55;, = 49, donc c’est le cas 2.2 qui se produit et le systéme pos-

e w0 100 2 I k) 0 100 2 P B

Figure 2. Solutions numériques pour m, = 0.5 convergeant vers EY.

séde un seul équilibre stable £ = (5.6,0.352,27.053,0.164). La Fig. 3 représente une
solution numérique convergeant vers cet équilibre.

Lorsque m; = 0.6, .55;,, = 63, donc c’est le cas 2.3 qui se produit et le systéme posssede
deux équilibres stables EY = (4.2,0.464,63,0) et B3 = (4.2,0.464, 55.447,0.268). La
Fig. 4 représente une solution numérique convergeant vers E3. La Fig. 5 représente une
solution numérique convergeant vers EY.

Lorsque certains parmi les nombres /\%, A%, Sain, et S5, sont égaux, des équilibres
du systeme (1-4) confluent et I'une au moins des valeurs propres de la matrice jacobienne
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Figure 3. Solutions numériques pourm, = 0.55 convergeant vers E3.

est de partie réelle nulle. Pour la description des divers cas qui peuvent se présenter, voir

(2].

2.3. Comportement asymptotique global

Le modele (1-4) a une structure en cascade, ce qui en simplifie 1I’étude. Tout d’abord,
il faut noter que le systeme

{ 51 = D(Slmfsl)*klm(Sl)Xl

) (5]
X1 = [Ml(sl) —aD]X1

formé par les équations (1) et (2) est indépendant des autres équations. Par ailleurs le
systeme composé par (3) et (4) peut étre considéré comme un systeme indépendant dont
les entrées sont données par le systeme (5) :

{ Sy = D(f(t)— S2) — ksuz(S2) X2 (6]
Xg = [/,[/Q(SQ) - OéD]XQ
F(0) = Soin + 2 (S1(0) X (1) 7

ol (S1(t), X1(t)) est une solution de (5). Le systéme (5) correspond au modele classique
du chemostat avec un cinétique de type Monod et une mortalité spécifique de X;. Son
comportement est bien connu ([9]). Supposons qu’il n’y a pas de lessivage de X;. Alors
(S(t), X1(t)) converge vers (A1, X7). Par conséquent la limite de f(¢) quand t — 400
existe et est égale a .S5;,,. Ainsi le systéme non autonome (6) converge vers le systeme
autonome

{ Sy = D(S3;, — S2) — kspa(S2) Xz 8]

Xo = [p2(S2) — aD]X,

Le systéme (8) correspond au modele classique du chemostat avec une cinétique de type
Haldane et une mortalité spécifique de X5. Dans le cas ou &« = 1 son comportement est
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Figure 4. Solutions numériques pour m, = 0.6 convergeant vers E3 .

Figure 5. Solutions numériques pour m, = 0.6 convergeant vers E3.

bien connu ([9], Section 2.5) : Lorsque A} < A% < S3,.,il y a a trois points d’équi-
libre, un équilibre positif et localement stable, un deuxieéme équilibre localement stable
(le lessivage, Xo = 0) et un troisieme équilibre positif qui est un col dont les sépara-
trices stables séparent le cone positif en deux régions qui sont les bassins d’attraction des
deux équilibres stables. Lorsque o # 1, les simulations numériques avec une fonction
12(S2) de Haldane montrent que 1’on obtient toujours un comportement de bistabilité,
ol I’équilibre de lessivage et 1’équilibre opérationnel positif sont stables et leurs bassins
d’attraction sont séparés par les deux séparatrices stables du deuxieme équilibre positif
(voir aussi [6, 7]). Le comportement du systeme (1-4) se déduit des résultats de Thieme
[10] sur les systémes asymptotiquement autonomes.

Théoréme 2.3 Supposons que Svin, > A1 et Ay < N3 < S3,,., alors toutes les solutions
du systeme (1-4) convergent vers ES, EX ou E3 et I’ensemble des conditions initiales des
solutions qui convergent vers le point selle E3 est de mesure nulle. Plus précisément la
variété stable de E3 est une sous-variété de dimension 3 qui sépare le cone positif de
(1-4) dans les deux bassins d’attraction des points d’équilibre stables EY et E .
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3. Conclusions

Cet article a présenté une analyse mathématique du modele AM2 de digestion ana-
réobie proposé dans [3]. Nous avons montré qu’une petite modification de 1’un des para-
metres biologiques du systeme peut en modifier radicalement le comportement. Dans [2],
nous proposons de modifier les indices de stabilité proposés dans [6] et de caractériser le
domaine de fonctionnement dans lequel le systtme AM2 évolue. Parmis les perspectives
de ce travail on peut signaler I’analyse mathématique du modéle AM?2 modifié présenté
dans [1] pour tenir compte de la présence des SMP (en anglais Soluble Microbial Pro-
ducts) comme nouvelle variable.
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