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RÉSUMÉ. Pour la vérification formelle des systèmes dynamiques concurrents ou coopérants modé-

lisés à l’aide des réseaux de Petri, la méthode du dépliage est utilisée pour endiguer le phénomène

bien connu de l’explosion combinatoire. Une extension de la méthode aux réseaux de Petri temporels

non saufs est présentée. Le dépliage obtenu est simplement un préfixe de celui du réseau de Petri

ordinaire sous-jacent au réseau temporel. Pour une certaine classe de réseaux temporels bornés,

un préfixe fini capturant l’espace d’état et le langage temporisé découle du calcul d’un ensemble fini

de processus finis réalisables. Les contraintes temporelles quantitatives associées à ces processus

peuvent servir à valider plus efficacement les spécifications temporelles d’un système temps réel dur.

ABSTRACT. For the formal verification of the concurrent or communicating dynamic systems mod-

eled with Petri nets, the method of the unfolding is used to cope with the well-known problem of the

state explosion. An extension of the method to the non safe time Petri nets is presented. The ob-

tained unfolding is simply a prefix of that from the underlying ordinary Petri net to the time Petri net.

For a certain class of bounded time Petri nets, a finite prefix capturing the state space and the timed

language ensues from the calculation of a finite set of finite processes with valid timings. The quanti-

tative temporal constraints associated with these processes can serve to validate more effectively the

temporal specifications of a hard real-time system.

MOTS-CLÉS : réseaux de Petri temporels, caractère non sauf, dépliage temporel, préfixe complet

fini, processus temporisés, systèmes temps réel durs, validation temporelle
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1. Introduction

Le formalisme des réseaux de Petri est un outil graphique qui sert à modéliser la dy-

namique des systèmes descriptibles sous forme d’enchaînements d’états et d’événements.

Il permet d’exprimer aisément le parallélisme vrai et des mécanismes de synchronisation

ou de communication inhérents au fonctionnement des systèmes concurrents. Les réseaux

de Petri temporels (ou réseaux temporels) [8, 2] en constituent une extension temporisée

tel qu’un intervalle statique représentant un délai variable est associé à chaque événement

ou action potentiel du système.

Les systèmes temps réel dur [4] impliquent des échéances temporelles strictes à res-

pecter, et intègrent souvent des actions contrôlées par une alarme (chien de garde). Les

réseaux temporels peuvent modéliser ce type de système, mais se restreignent aux sys-

tèmes sous un ordonnancement non préemptif des tâches. La vérification et la validation

d’une application temps réel portent essentiellement sur l’aspect temporel, c.-à-d. sur le

respect des échéances temporelles définies pour ses tâches. Des techniques analytiques

[4], qui considèrent chaque tâche suivant un modèle canonique simple, sont souvent uti-

lisées pour vérifier l’ordonnançabilité des tâches. Mais elles impliquent souvent des ap-

proximations qui conduisent à des résultats pessimistes et à un surdimensionnement de

l’architecture matérielle du système. De plus, ces techniques ne prennent pas en compte

l’aspect fonctionnel du système qui est analysable à partir de ses comportements. Enfin,

elles ne permettent pas de vérifier des contraintes temporelles concernant les événements

internes aux tâches : les seuls événements observables sont le réveil et la fin d’exécution

d’une tâche. Les méthodes de vérification basées sur des modèles comportementaux tels

que les réseaux temporels permettent de dépasser toutes ces limitations. Malheureuse-

ment, leur mise en œuvre à l’aide des techniques courantes de vérification, basées sur la

construction d’un graphe d’états [2, 13, 3], pose le problème de l’explosion combinatoire.

L’explosion combinatoire est causée par la sémantique d’entrelacement qui impose la

mise en plusieurs séquences des événements concurrents afin d’obtenir par une énumé-

ration l’espace d’état. Une alternative à cette sémantique est donnée par la technique du

dépliage : un comportement (sous forme d’une succession d’événements), appelé proces-

sus, est exprimé sans entrelacer les événements concurrents. Le calcul d’un préfixe fini

permet de capturer l’espace d’état [7, 6]. L’extension de ce calcul aux réseaux temporels

s’est limitée aux réseaux sous-jacents saufs [11, 5, 12]. Dans [12], la méthode de dépliage

temporel proposée consiste à calculer les processus du réseau sous-jacent qui sont réali-

sables dans le modèle temporisé, et à associer une caractérisation temporelle quantitative

à chaque processus identifié. Elle peut toutefois nécessiter des entrelacements de certains

événements concurrents dans la représentation des processus.

La contribution de ce papier est l’extension de la technique de dépliage aux réseaux

temporels non saufs, en évitant tout entrelacement d’événements concurrents. Le pouvoir

d’expression des réseaux non saufs est utile pour modéliser les systèmes multi-serveurs,

ou encore les systèmes producteurs-consommateurs à modèles sous-jacents non bornés

mais rendus bornés par des spécifications temporelles contraignantes.

Après quelques rappels sur les réseaux de Petri et le dépliage à la section suivante,

la section 3 définit des concepts nécessaires pour la prise en compte des réseaux non

saufs. La section 4 présente l’algorithme permettant de calculer un préfixe fini et complet

du dépliage temporel pour une certaine classe de réseaux temporels bornés. Enfin, la

conclusion expose les perspectives liées à la méthode développée.



2. Rappels

2.1. Dépliage d’un réseau de Petri ordinaire

Définition 1. Un réseau de Petri est un triplet N def=< P, T , W > tel que :

– P est un ensemble fini de places ;

– T est un ensemble fini de transitions ;

– P ∩ T = ∅ et P ∪ T �= ∅ ;

– W ⊆ P × T ∪ T × P est la relation de flux.

Un marquage est une application m : P → N. Dans le réseau marqué < N , m0 >,
m0 désigne le marquage initial. Une transition t est sensibilisée par m si •t ⊆ m. Le tir

de t conduit au marquage m′ = m\•t ∪ t•, ce qui est noté m
t→ m′. Soit m0

σ→ m t.q.
σ = t1 · t2 · ... · tn ∈ T ∗ : σ désigne une séquence de tirs (éventuellement vide) à partir
de m0. < N , m0 > est non sauf si ∃(m, p, σ) t.q. m0

σ→ m ∧ m(p) > 1 (pour p ∈ P).
Un réseau de Petri O def=< B, E , F > est appelé réseau d’occurrence ssi : F+ (la

fermeture transitive de F) est une relation irréflexive (relation d’ordre strict) et ∀b ∈
B, |•b| ≤ 1 et ∀e ∈ E , •e �= ∅ ∧ e• �= ∅. B (resp. E) constitue l’ensemble des conditions

(resp. l’ensemble des événements). Soit un événement e ∈ E : •e (resp. e•) forme les
pré-conditions (resp. post-conditions) de e. Min(O) def= {b ∈ B | •b = ∅} désigne les
conditions minimales et Max(O) def= {b ∈ B | b• = ∅} désigne les conditions maximales.

Trois types de relations (mutuellement exclusives) sont définis entre les nœuds de O :
– la relation de causalité stricte notée ≺ : ∀x, y ∈ B ∪ E , x ≺ y ssi (x, y) ∈ F+ ;
– la relation de conflit notée ♯ : ∀e1, e2 ∈ E (e1 �= e2), e1 ♯ e2 si •e1 ∩ •e2 �= ∅. De

plus, si e1 ♯ e2, alors ∀x, y ∈ B ∪ E , e1 ≺ x ∧ e2 ≺ y ⇒ x ♯ y ∧ x ♯ e2 ∧ e1 ♯ y ;
– la relation de concurrence notée ≀ : ∀x, y ∈ B∪E (x �= y), x ≀y ssi ¬((x ≺ y)∨(y ≺

x) ∨ (x ♯ y)).
Soit B ⊆ B tel que ∀b, b′ ∈ B, b �= b′ ⇒ b ≀ b′ : B est appelé une coupe. Soit une

coupe B telle que ∀b ∈ B, ∄b′ ∈ B\B, b ≀ b′ : la coupe B est dite maximale.

Définition 2. Le dépliage UnfF
def=< OF , λF > du réseau marqué < N , m0 >, avec

le réseau d’occurrence OF
def=< BF , EF , FF > et la fonction d’étiquetage λF : BF ∪

EF → P ∪ T (tel que λ(BF ) ⊆ P et λ(EF ) ⊆ T ), est donné par :

1) ∀p ∈ P , si m0(p) �= ∅, alors Bp
def= {b ∈ BF | λF (b) = p ∧ •b = ∅} et

m0(p) = |Bp| ;

2) ∀Bt ⊆ BF t.q. Bt est une coupe, si ∃t ∈ T , λF (Bt) = •t ∧ |Bt| = |•t|, alors :

a) ∃!e ∈ EF t.q. •e = Bt ∧ λF (e) = t ;

b) si t• �= ∅, alors B′

t

def= {b ∈ BF | •b = {e}} est tel que λF (B′

t) = t• ∧ |B′

t| = |t•| ;

c) si t• = ∅, alors B′

t

def= {b ∈ BF | •b = {e}} est tel que λF (B′

t) = ∅ ∧ |B′

t| = 1 ;

3) ∀Bt ⊆ BF , si Bt n’est pas une coupe, alors ∄e ∈ EF t.q. •e = Bt.

La définition 2 exprime l’algorithme du dépliage exhaustif de < N , m0 > : l’item 1
décrit la création des conditions minimales et l’item 2 décrit la création des événements
successifs et de leurs post-conditions. L’item 3 impose que tout événement soit une action
possible : il n’existe pas de nœud supplémentaire à ceux créés par les items 1 et 2.



Soit E ⊂ EF . Le réseau d’occurrence O def

=< B, E , F > associé à E tel que B def

= {b ∈
BF | ∃e ∈ E , b ∈ •e ∪ e•} et F def

= {(x, y) ∈ FF | x ∈ E ∨ y ∈ E} est un préfixe de OF

ssi Min(O) = Min(OF ) (fermeture causale de O). Par extension, Unf
def

=< O, λ >

(avec λ, la restriction de λF à B ∪ E) est un préfixe du dépliage UnfF .

Définition 3. Soit Ei ⊆ EF . Ei est un processus de < N , m0 > ssi : ∀e ∈ Ei, ∃e′ ∈
EF , e′ ≺ e ⇒ e′ ∈ Ei (fermeture causale de Ei) et ∀(e, e′) ∈ Ei × Ei, ¬(e ♯ e′).

Le réseau Ci
def

=< Bi, Ei, Fi > associé à Ei est appelé réseau causal. Il vérifie : ∀b ∈
Bi, |b•| ≤ 1. Max(Ci) est l’état de Ci. Min(Ci) et Max(Ci) sont des coupes maximales.

De manière générale, toute coupe maximale B ⊆ Bi correspond à un marquage accessible

m de < N , m0 > tel que ∀p ∈ P, m(p) = |Bp| avec Bp = {b ∈ B | λ(b) = p}.

2.2. Les réseaux temporels

Définition 4. Un réseau de Petri temporel N def

=< NU , efd, lfd > de modèle sous-jacent
NU

def

=< P, T , W > est tel que :
efd : T −→ Q+ (délais de tir au plus tôt)
lfd : T −→ Q+ ∪ {∞} (délais de tir au plus tard)

La sémantique est telle qu’une horloge locale est associée à chaque instance de tran-

sition t sensibilisée. L’horloge est démarrée de zéro pour chaque instance nouvellement

sensibilisée. L’écoulement du temps est considéré comme dense (dans R+). L’instance

ne peut être franchie avant que le délai minimum efd(t) ne s’écoule. Elle doit obliga-

toirement être franchie avant que le délai maximum lfd(t) (avec efd(t) ≤ lfd(t)) ne

s’écoule, sauf si le tir d’une autre instance t′ sensibilisée en conflit (•t ∩ •t′ �= ∅) dé-

sensibilise l’instance t avant ce délai. Cette sémantique permet de modéliser l’urgence
dans un chien de garde. De plus, les restrictions temporelles peuvent empêcher certaines

séquences d’événements possibles dans le modèle sous-jacent.

Comparativement au dépliage des réseaux ordinaires, la difficulté du dépliage des ré-

seaux temporels concerne l’impossibilité d’évaluer de manière locale la faisabilité d’un

événement du dépliage sous-jacent, c.-à-d. indépendamment des événements qui lui sont

concurrents. En effet, une transition sensibilisée par une coupe pourrait ne pas être réali-

sable, parce qu’elle serait impliquée dans un conflit éventuellement consécutif à la pro-

duction d’événements qui lui sont concurrents ; les restrictions temporelles peuvent mettre

en cause la faisabilité de cette transition. Puisque ces événements concurrents peuvent être

mutuellement en conflit, et qu’ainsi plusieurs combinaisons de scénarios sont possibles,

la méthode proposée en [12] consiste à valider chaque événement du réseau sous-jacent

dans un comportement réalisable à calculer. Dans la suite, cette méthode est étendue aux

réseaux non saufs, en introduisant notamment le concept de conflit potentiel.

3. Définitions complémentaires

3.1. Conflit potentiel

Soit le réseau temporel marqué N def

=< NU , efd, lfd, m0 > tel que UnfF
def

=<

OF , λF > est le dépliage de < NU , m0 >. Considérons Ci
def

=< Bi, Ei, Fi >, un ré-

seau causal préfixe de OF . L’ensemble des extensions possibles de Ci est donné par :

PE(Ei)
def

= {e ∈ EF | •e ⊆ Max(Ci)}.



Une transition t ∈ T est dans un conflit structurel ssi : |(•t)•| > 1. Deux événements

en conflit dans le dépliage sous-jacent ne sont pas nécessairement en conflit structurel

dans N , comme le montre la figure 1 : dans le dépliage du réseau sous-jacent (b), e3 et e4

en conflit portent sur la même transition t3.

Figure 1. Dépliage du modèle sous-jacent non sauf d’un réseau temporel sauf

Définition 5. Soient e1, e2 ∈ EF . e1 et e2 sont en auto-conflit ssi : e1 ♯ e2, •e1 ∪ •e2 est
une coupe et λ(e1) = λ(e2).

Deux événements en auto-conflit se contraignent mutuellement selon le principe de

l’urgence en sémantique forte. Au même titre que les conflits structurels, un événement

en auto-conflit ne peut donc pas être produit dans un dépliage temporel sans tenir compte

de l’influence de son voisinage ; ainsi, dans le dépliage à la figure 1(b), il est évident

que e3 est impossible d’après les spécifications temporelles en (a). Seules les transitions

ayant une seule place précédente ne sont jamais susceptibles d’occasionner un auto-conflit

puisqu’un seul jeton est consommé pour chaque tir. Une transition t est dans un auto-
conflit potentiel ssi : |•t| > 1. Un tel conflit non structurel est dû au caractère non sauf de

< NU , m0 > : la coupe •e3 ∪ •e4 (figure 1(b)) n’est pas un marquage sauf.

P conf(EF ) désigne l’ensemble des conflits potentiels de EF , c.-à-d. l’ensemble des

événements impliqués dans un conflit structurel ou dans un auto-conflit potentiel de N :

P conf(EF )
def

= {e ∈ EF | λ(e) = t , t ∈ T ∧ (|(•t)•| > 1 ∨ |•t| > 1)}.

3.2. Etat charnière

L’événement fictif e0 créant m0 (e0
•

def

= Min(OF )) sert de référence temporelle et

est de date d’occurrence D0

def

= 0. Soient un processus E ⊆ EF et ei ∈ E : La variable

Di représente une date d’occurrence de ei. Pour ej ∈ E , Di,j
def

= Dj − Di (date d’occur-

rence de ej relativement à ei). Un processus temporisé [1] est un processus dont chaque

événement est étiqueté par sa date d’occurrence. Soit C, le réseau causal associé à E .

Définition 6. Max(C) est un état charnière ssi ∃ej ∈ E ∪{e0} t.q. : ∀ek ∈ P E(E), ej
• ∩

•ek �= ∅ et ∀ei ∈ E\{ej}, si ei ≀ ej alors Di,j > 0 dans toute temporisation valide de E .

Di,j > 0 signifie que les événements ei et ej sont toujours désynchronisés : l’événe-

ment ej est toujours le dernier à se produire dans le processus E . En particulier, Min(C)
est un état charnière. La définition 6 est plus générale que son équivalent dans [12] parce

qu’elle autorise que ej admette des événements concurrents.



4. Préfixe complet et fini du dépliage temporel
Le dépliage est considéré comme l’union des événements des processus valides du ré-

seau temporel. Le calcul d’un processus quelconque peut s’effectuer à partir de Min(OF ),
en ajoutant à chaque étape une nouvelle extension réalisable sensibilisée par l’état cou-

rant. Si Ei est le processus courant, l’ajout d’une extension ei+1 ∈ PE(Ei) est tel que le

processus étendu Ei+1
def

= Ei ∪ {ei+1} admet une temporisation valide [1].

Un dépliage est obtenu en produisant les événements concurrents selon un ordre quel-

conque. La conséquence est que tous les marquages accessibles ne sont pas visités s’il

existe des événements concurrents qui peuvent être synchrones. Soit τi = e1 · e2 · ... · ei,

la séquence adoptée pour le calcul du processus Ei de réseau causal associé Ci. Un état

charnière est toujours emprunté quelque soit la séquence adoptée :

Théorème 1. Si ∃B ⊆ Bi t.q. B est une coupe maximale correspondant à un état char-
nière, alors ∃Cj (j ≤ i) t.q. Max(Cj) = B et la séquence τj est un préfixe de τi.

Un dépliage est complet lorsqu’il contient l’espace d’état et l’ensemble des séquences

temporisées du réseau temporel. Le concept d’état charnière permet d’établir la condition

suffisante pour la terminaison de l’algorithme de calcul d’un préfixe complet du dépliage

temporel, lorsque le réseau temporel borné peut admettre un processus constitué d’un

nombre infini d’événements. Soit P(EF ), l’ensemble des parties de EF .

Définition 7. Un préfixe << B, E ,F >, λ > est complet si il existe E ⊂ P(EF ) tel que :
1)

⋃
Ej∈E

Ej = E et ∀Ei ∈ E , ∄Ej ∈ E t.q. Ej ⊂ Ei ;

2) ∀Ei ∈ E , ∀Ej ⊂ Ei préfixe de Ei et ∀ej+1 ∈ PE(Ej) , si Ej ∪{ej+1} admet une
temporisation valide, alors ∃Ek ⊂ E t.q. ej+1 ∈ Ek ;

3) ∀Ei ∈ E , Ei est un processus dit complet tel que :
a) le réseau causal associé Ci est dans un état charnière ou PE(Ei) = ∅ ;
b) si PE(Ei) �= ∅, alors il existe un processus Ej dans un état charnière Max(Cj)

homologue1 à Max(Ci) t.q. Ej ⊂ Ei ∨ Ej ∈ E\{Ei}.

L’algorithme 1 permet de calculer un préfixe complet du dépliage temporel. Pour

produire les événements pendant le calcul d’un processus complet, l’algorithme donne

la priorité aux événements sans conflit potentiel. Ceci permet de réduire l’explosion en

temps de calcul causé par l’entrelacement des événements concurrents : les événements

sensibilisés dans un état tel que toute extension réalisable est un conflit potentiel (état de
choix), sont produits selon plusieurs entrelacements en cas de concurrence. Mais la repré-

sentation mémoire des processus obtenus n’entrelace pas les événements concurrents.

L’ensemble E des processus complets est calculé à partir des conditions minimales

correspondant à m0, en se basant sur la procédure récursive Processus() qui s’appelle

elle-même quand un processus Ei en cours de calcul est dans un état de choix. On a autant

de processus dérivés de cet état Max(Ci) que de choix réalisables identifiés. Le calcul

d’un processus se termine quand il devient complet : soit il est inextensible, soit un état

charnière précédemment identifié (dans State) est homologue à l’état charnière courant.

Hypothèse 1. Un nombre fini d’événements est produit entre deux états charnière consé-
cutifs 2 dans toute exécution infinie.

1. Deux états homologues sont de même marquage correspondant dans N .
2. consécutif signifie que tout état intermédiaire entre deux états charnière est non charnière.



Théorème 2. Si le réseau temporel est borné et que l’hypothèse 1 est toujours vérifiée,

alors le résultat << B, E ,F >, λ > de l’algorithme 1 est un préfixe complet et fini.

Entrées : << P, T , W >, efd, lfd, m0 >
Sorties : << B, E , F >, λ >
début

Créer B0, les conditions minimales correspondant à m0;
B := B0 ; E := ∅ ; Ci :=< B, ∅, ∅ > ; E := ∅;
State := ∅ ; // Les états charnière identifiés

Processus(Ci);
fin

Procédure Processus(Ci)
début

tant que ¬Complet(Ci) ∧ ∃e ∈ P E(Ei), (e /∈ P conf(EF ) ∧ Ei ∪ {e} est valide) faire
Compléter Ci avec e et e•;
si e /∈ E alors E := E ∪ {e} et B := B ∪ e• (le complément de F est implicite);

fin

si ¬Complet(Ci) alors

/* Etat de choix du processus Ei */

pour chaque e ∈ P E(Ei) faire

si Ei ∪ {e} est un processus valide alors
Cj := Ci ; Compléter Cj avec e et e•;
si e /∈ E alors E := E ∪ {e} et B := B ∪ e•;
Processus(Cj) ;

fin

fin

sinon si Ei /∈ E alors E := E ∪ {Ei};
fin

Fonction Complet(Ci)
début

si P E(Ei) = ∅ alors retourner 1;
sinon

si Ei est dans un état charnière Max(Ci) �= Min(Ci) alors
si ∃B ∈ State de même marquage que Max(Ci) alors retourner 1;
sinon

State := State ∪ {Max(Ci)} ; retourner 0;
fin

sinon retourner 0;
fin

fin

Algorithme 1 : Préfixe complet du dépliage d’un réseau temporel

5. Conclusion

La méthode de dépliage présentée constitue une extension aux réseaux temporels à
modèle sous-jacent non sauf. Plus précisément, pour un réseau temporel non sauf et en
cas de multi-sensibilisation d’une transition, elle est valable pour la sémantique naturelle
(dite non déterministe) des réseaux ordinaires. La représentation qualitative du dépliage
temporel donnée par << B, E ,F >, λ > constitue un préfixe du dépliage exhaustif du



réseau sous-jacent. La représentation quantitative est obtenue en associant une caractéri-
sation temporelle [1] à chaque processus complet dans E .

Comparativement à [12], une extension d’un processus par tout événement (même
sans conflit structurel) donne lieu à une évaluation temporelle, afin de prendre en compte
l’identification des états charnière dus aux désynchronisations temporelles entre événe-
ments concurrents. De plus, la prise est compte des auto-conflits peut occasionner une
augmentation du nombre de processus dérivables d’un état de choix. La conséquence gé-
nérale est un temps de calcul plus long du préfixe complet.

La représentation quantitative du préfixe pourrait servir à produire une analyse d’or-
donnançabilité d’un système temps réel dur. Une extension de la méthode aux politiques
préemptives d’ordonnancement, qui sont très utilisées dans un environnement monopro-
cesseur, est alors souhaitable. Ceci reposera sur une extension de la syntaxe et de la sé-
mantique des réseaux temporels pour prendre en compte ce type de système [9, 10].
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