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RESUME. Dans ce papier, nous menons une étude générale de la complexité du mot de Fibonacci
généralisé, F; ,,, engendré par le morphisme o; ,, donné par o; ,,,(a) = alb™ et o1, m(b) = a.

ABSTRACT. In this paper we undertake a general study of the complexity function of the generalized
Fibonacci word which is generated by the morphism defined by o;, ., (a) = a!b™ and oy, (b) = a.
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1. Introduction

La fonction de complexitg, qui compte le nombre de facteurs de longueur donnée
dans un mot infini, est une notion centrale en combinatoiradis. Elle a été introduite
en 1975 par Ehrenfeucht et al. [7]. Elle permet de mesuravéasité des motifs dans un
mot infini. Elle est souvent utilisée pour caractériseraiag mots ou familles de mots;
par exemple les mots ultimement périodiques sont les seats dont la fonction de
complexité est bornée. Nous référons le lecteur a [5, 3] ptus de détails sur cette
notion.

Soit o le morphisme du monoide libdg:, b} défini paro(a) = ab eto(b) = a. En
itérant indéfiniment le morphismea partir dex on obtient un mot infini appelé le mot de
Fibonaccil’ = abaababaabaababaab - - -. Le mot de Fibonacci a été largement étudié [2,
6, 9, 10] et est devenu célébre par ses nombreuses propegétasjuables. Nous référons
le lecteur & [4] pour plus de détails. Sa fonction de compdeast connue : il posséde,
pour tout entier, exactement + 1 facteurs de longueur. Le morphisme de Fibonacci
généralisé du monoide libfe, b}" est le morphisme; ,,, défini paro;_ ,,(a) = alb™ et
o1, m(b) = a, pourl > 1 etm > 2. Enitérant le morphisme; ,,, on obtient un mot infini
appelé mot de Fibonacci généralige,, (voir [1], page 336). Nous nous proposons dans
ce travail de mener une étude de la complexité de ces mots.

Le papier est organisé de la fagon suivante.

Nous rappelons, a la section 2, les définitions et notatienbadse. Nous décrivons
ensuite, a la section 3, les facteurs bispéciaux non orgdeF; ,,. Enfin, & la section
4, nous étudions sa complexité.

2. Préliminaires

La plupart des notations utilisées ici peuvent étre retéeswdans le livre de M. Lo-
thaire [8].

Soit A = {a, b} un alphabet fixéA*, 'ensemble des mots finis sut, est le mo-
noide libre engendré pat ; ¢ le mot vide étant I'élément neutre. Pour taut A*, |u|
désigne le nombre de lettres du mof|e| = 0) et pour toute lettre: de A, |u|, est le
nombre d’occurrences dedansu. Un motu de longueum formé d’une seule lettre
est simplement noté = z" ; par extension’ = «.

Un mot infini est une suite de lettres deindexée palN. On désigne paa“ I'en-
semble des mots infinis sut. Un mot finiv est facteur d’'un mot s’il existe deux mots
uy etug sur 'alphabetA tels queu = uivus ; on dit aussi que: contientv. Le facteury
est dit préfixe (resp. suffixe) si (resp.us) est le mot vide.

Soientu € A“, w un facteur deu etz une lettre ded. Le langage des facteurs de
longueurn dewu est noté’,, (u) et 'ensemble de tous les facteurswest notél(u). La
lettre z est un prolongement a gauche (resp. a droitep dexw (resp.wzx) appartient a
L(u). Un facteur dew est dit spécial a gauche (resp. a droite)setbv (resp.va etvb)
sont dans:. Un facteur & la fois spécial & gauche et a droite est dit biapé

La fonction de complexité de est I'application deéN dansN* définie parp,(n) =
#L,(u), oOU#L, (u) désigne le cardinal d&,,(u). Dans tout ce qui suit, la fonction de
complexité p,, d’'un motu sera simplement notge

On appelle différence premiéere de la fonction de compledété, la fonction notée
s et définie par s(n) = p(n + 1) — p(n). On en déduit la formule(n) = p(ky) +



ZZ;;O s (k) . Sur un alphabet a deux lettres la fonctiooompte le nombre de facteurs
spéciaux a droite d’une longueur donnée dani se trouve que le dénombrement de
certains facteurs bispéciaux intervient dans la détertioimae la fonctiors (voir section
3et4).

Un morphismef est une application dd* dans lui-méme telle qug(uv) = f(u)f(v)
pour tousu, v € A*.

On dit gu’'un mot infiniu est engendré par un morphisrhe’il existe une lettre: telle
que les mots, f(a), f2(a), ---, f*(a), - - - sont des préfixes de plus en plus longs:de
On note alors. = f“(a).

Soitw un mot infini surA etv un facteur de:. Le vecteur de Parikh deesty(v) =
(lvl,, |v],). On appelle matrice d’incidence d’'un morphismé matrice

_{ le(a)l, le®),
M, = ( @l le®), )

3. Facteurs bispéciaux non ordinaires de Fim

Définition 3.1. Soitu un mot infini surA etv un facteur bispécial de.
— v est dit bispécial fort siva, avb, bva, bvb sont des facteurs de

— v est dit bispécial faible si uniquemedmnta etbvb, ou avd etbva, sont des facteurs
deuw.

— v est dit bispécial bispécial ordinaire sin’est ni fort ni faible.
Définition 3.2. Un facteur bispécial dé;_,,, est dit court s’il ne contient aucun des trois

motsa'*tt, b™ etba. Un facteur bispécial dé; ,,, qui n’est pas court sera dit bispécial
long.

Lemme 3.1.

1) F; ., possede exactement un facteur bispécial court et faitle™!.

2) F; ,, posséde exactement deux facteurs bispéciaux courts stgortsont :

e, a.

Lemme 3.2. Soitw un facteur def; ,,,. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1) w est bispécial long dé;_,,.
2) Il existe un facteur bispécial de F; ,, tel quew = 67, (v) OU Gy 1m(v) =
o1, m(v)a'. De plusp etw sont de méme type et < |w).

Les preuves des lemmes 3.1 et 3.2 sont longues et technigigglhes utilisent une
méthode générale développée dans [5] (voir aussi [3]). DRiitenous ommettons ces
preuves.

En conséquence, nous avons :

1) Les facteurs bispéciaux faibles fg,,, sont donnés par la suifg,,) définie par
y1 =b""1ety,11 = 61,m (yn) pourn > 1.

2) Les facteurs bispéciaux forts d@¢ ,,, sont donnés par la suife:,,) définie par
xo =€ etxp11 = 07, m (x,) pourn > 0.




4. Complexité de F; ,,

Définition 4.1. Soitv, w € A* et x (v), x (w) leurs vecteurs de Parikh. On dira que
X (v) est inférieur ay (w) et on écriray (v) < x (w) lorsque|v|, < |w|, pour tout
x € A. De plus, six(v) # x(w), on notex(v) < x(w).
Proposition 4.1. Soientv, w, v/, w’ quatre mots finis tels qué = &; ., (v) etw’ =
61, m(w). Alors,

X (v) < x (w) = x (v') < x (w')
Démonstration.D’une part, nous avons’|, = |v|,+|v|, +l etjw’|, = I |w]|,+|w]|,+1;
doncl|v’|, < |[v'],.
D’autre part, nous avons’|, = m |v|, et|w’|, = m|w|, ; donc|v’|, < |w'],. O

Proposition 4.2. Pour toutm > 2 on a:

Vi >0, x (Tn) < X (Un+1) < X (Tn+2)
Démonstration.Nous avonsy (zg) < x (y1) < x (z2) puisquery = ¢, y; = b™ ! et
Ty = (albm)l a'. Supposons, les inégalités vraies jusqu’a I'ondree.,
X (@) < X (Yn+1) < X (Tn+2) -
D’aprés la proposition 4.1, nous obtenonge,, 1) < x (Yna2) < X (Tna3)- O
Le lemme suivant décrit la fonctian

Lemme 4.1. Soitn e Nona:
—s(n) = 1pourn = 0.
— Sin € N*, on notek le plus grand entier tel que > |xg|.

1)Sik:0,ona:s(n):{ 2 sil<n<min(,m-1)

1 sim<n<l]’
3 sin < |yl
2) Sinon,onas(n)=<¢ 2 silykl <n <|yrt1] -
1 Siyk+1] <n

Démonstration.La fonctions est donnée par la formule suivante
s(n) = 1+ # {w bispécial fort: |w| < n} — # {w bispécial faible |w| < n}.
Nous savons qug0) = 1. On observe aussi quén) = 2si1 < n < min(l, m — 1) et

s(n)=1sim <n<lI.
Supposons > |z1|. On notek le plus grand entier tel que > |z |. Alors,on a:

k—1 sin < |yl
s(n)=1+(k+1)—< k Silye] <n < |ygpt1] -
k+1 Si|yp+1| < n
Ce qui prouve le lemme. O

Théoréme 4.3.La complexité de’; ,, satisfait les inégalités suivantes :

n+1<pn) <3n-+1.



Démonstration.D’aprés le lemme 4.1, nous avons

Yn >0, 1<s(n) <3.

D’ou,
n—1 n—1
14> 1<pn) <1+ 3
k=0 k=0

Lemme 4.2. Nous avons les équivalences suivantes.
1)m € [2, 2124+ 1] <= Tko € N: Vk > ko, |zi| — |yx| > 0.
2)m € [212 42, oo <= Tko € N: Vk > ko, |zx] — |yx| < 0.

Démonstration.Considérons les suitgs;,), .., et(Vx),~, définies paw, = || — |y
etVi = x (zx) — x (yx). Nous avons : - -

Vi= ( ! ) et Vk+1 = AV}

-m+1
ouA = Tln (1) ) désigne la matrice d’incidence dg ,,,. Les valeurs propres dé,
étant racines d& 2 — [ X — m, sont
N l—|—\/l2—|—4met)\ I —VI2+4m
1= Q= .
2 2

Observons qua; > [ > 1 et|A\z]| < A;. Par ailleurs, nous avons
Vk > 1, ka( 11 )Vk.

D’ou,

b l
ka(l 1)A 1<_m+1
Zal/\]f_l +062/\§_1

aveca; etasy Vérifiant le systeme

o1 + as = l-m+1
A Fasdas = P+lm—m+1
Nous avons
N CP4im—m+1—-XA(l-m+1)
1 ()\1_>\2) )
N _P4im—m+1-X(l-m+1)
’ (A2 — A1) '

Puisqug\z| < A1, alorsuy, est du signe de; pourk assez grand.

Cas 1. —m + 1 > 0. Alors, nous avons-\ (I —m+1) > 0 car Ay < 0. Donc,
ar > 0puisquer; — Ay >0etl2+im—m+1=012+1(m—-1)+1>0.



Cas2l—m+1<0.Nousavons:
P+im—m+1
l—m+1
I—V2+4m P+im—-—m+1
— >
2 l—m+1

(=12 = 3lm + 1+ 2m — 2)°

(I—m+1)°

a1 > 0= X\ >

— 24+ 4m <

car—I12—3lm+1+2m—-2=m(2-30)—I(l—-1)—-2<0etl—m+1<0.
La derniére inégalité peut se ramener a l'inégalité suevzant

P (m) =m3+m? (=202 +1—3)+m (=203 + 31> =20 + 3) + >~ 1°+1-1 < 0

Sil = 1alorsP,(m) = m(m? — 4m + 2). Donc,P,(m) < 0 <= m € {2, 3}.
Supposons désormdis> 2. La dérivée

P/ (m) =3m*+2m (—20> +1—3) —21° + 31> — 21 + 3

admet deux racines de signes contraires

202 — 1+ 34+ V44 + 213 + 412
61: >07
3

202 — [+ 3 — V44 + 23 + 412
3 <0

et est négative entre ces deux racines. Ddh@st décroissante slif;, (2] qui
contient0 et croit surj—oo, 81] U [B2, +oo[. De plus, on vérifie qué; (0) > 0,
P(1) <0, P(212+1) < 0etP(212+2) > 0. Ce quiimplique queP; admet deux
racines positivesn; etms et une troisiéme racine négativeg; avecl < m; < 1,
2012 +1 < my < 212 +2etm; < By < my. Donc, P, est strictement négative sur
Jm1, ma| et strictement positive stimz, +oc[. Ainsi, a; > 0sim € [2, 21% + 1]
eta; < 0sim > 212+ 2.

Ba =

En définitive, nous avons :
1)m € [2, 2124+ 1] <= Tko € N: Vk > ko, |zi| — |yx| > 0.

2)m € [21> + 2, oo <= 3ko € N:Vk > ko, |zx] — |yx| < 0.
O

Théoréme 4.4. 1) Sim € [2, 21% + 1] alors, il existe une constanteet un entier
naturelng tels que pour tout, > ng

n+1<p(n) <2n-+ec

2) Sim € [21? +2, +oo] alors, il existe une constanteet un entier natureh,
tels que pour tout > n,

2n+c<p(n) <3n-+1.



Démonstration.Supposons: € [2, 2i? + 1]. Alors, il existek, tel que pour touk > ko,
v > 0. Dans ce cas, pour € ]|zx|, |zk+1|] nous avons

_ k sin < |yrq1]
S(n)—1+(k+1)—{k+1 silyria] < °
D’ou,

s(n) = 2 sifyk| <n < |yrtal
1 Siykr1] <n -’

Donc,
Vn > |zk,|, 1 <s(n) <2.

En prenant la somme, on obtient les inégalités
n—1 n—1 n—1
)SEEID SINUES S
k:\wko\ k:|:rk0| k:\wko\

Soit encore

P (|7ko|) + 7 = |zko | < P(n) <P (|2ko]) +2 (0 — |2k ]) -

D’ou,
n+1<p(n) <2n+c avecc € Z.
Supposonsn > 212 + 2. Alors, d’aprés le lemme 4.2, il existg tel que pour tout

k > ko, v <0.
Dans ce cas, pour € ]|z, |rk+1]] nous avons

— in<
s(n)=1+(k+1)—{ fol sin <ol

Silyk| <n
D’ou,
_ )3 sin < |y
s(n) = { 2 sifyk| <n < |zp4]
Donc,

Vn > |z, |, 2 <s(n) <3.

Ainsi, en procédant de fagon similaire que précédemmenabtiant

2n+c<p(n) <3n+1, avecc € Z.
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