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RÉSUMÉ. Dans ce papier, nous menons une étude générale de la complexité du mot de Fibonacci
généralisé, Fl, m, engendré par le morphisme σl, m donné par σl, m(a) = albm et σl, m(b) = a.

ABSTRACT. In this paper we undertake a general study of the complexity function of the generalized
Fibonacci word which is generated by the morphism defined by σl, m(a) = albm and σl, m(b) = a.
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1. Introduction

La fonction de complexitép, qui compte le nombre de facteurs de longueur donnée
dans un mot infini, est une notion centrale en combinatoire demots. Elle a été introduite
en 1975 par Ehrenfeucht et al. [7]. Elle permet de mesurer la diversité des motifs dans un
mot infini. Elle est souvent utilisée pour caractériser certains mots ou familles de mots ;
par exemple les mots ultimement périodiques sont les seuls mots dont la fonction de
complexité est bornée. Nous référons le lecteur à [5, 3] pourplus de détails sur cette
notion.

Soit σ le morphisme du monoïde libre{a, b}∗ défini parσ(a) = ab et σ(b) = a. En
itérant indéfiniment le morphismeσ à partir dea on obtient un mot infini appelé le mot de
FibonacciF = abaababaabaababaab · · · . Le mot de Fibonacci a été largement étudié [2,
6, 9, 10] et est devenu célèbre par ses nombreuses propriétésremarquables. Nous référons
le lecteur à [4] pour plus de détails. Sa fonction de complexité est connue : il possède,
pour tout entiern, exactementn + 1 facteurs de longueurn. Le morphisme de Fibonacci
généralisé du monoïde libre{a, b}∗ est le morphismeσl, m défini parσl, m(a) = albm et
σl, m(b) = a, pourl ≥ 1 etm ≥ 2. En itérant le morphismeσl, m on obtient un mot infini
appelé mot de Fibonacci généraliséFl, m (voir [1], page 336). Nous nous proposons dans
ce travail de mener une étude de la complexité de ces mots.

Le papier est organisé de la façon suivante.
Nous rappelons, à la section 2, les définitions et notations de base. Nous décrivons

ensuite, à la section 3, les facteurs bispéciaux non ordinaires deFl, m. Enfin, à la section
4, nous étudions sa complexité.

2. Préliminaires

La plupart des notations utilisées ici peuvent être retrouvées dans le livre de M. Lo-
thaire [8].

Soit A = {a, b} un alphabet fixé.A∗, l’ensemble des mots finis surA, est le mo-
noïde libre engendré parA ; ε le mot vide étant l’élément neutre. Pour toutu ∈ A∗, |u|
désigne le nombre de lettres du motu (|ε| = 0) et pour toute lettrex deA, |u|x est le
nombre d’occurrences dex dansu. Un motu de longueurn formé d’une seule lettrex
est simplement notéu = xn ; par extensionx0 = ε.

Un mot infini est une suite de lettres deA indexée parN. On désigne parAω l’en-
semble des mots infinis surA. Un mot finiv est facteur d’un motu s’il existe deux mots
u1 etu2 sur l’alphabetA tels queu = u1vu2 ; on dit aussi queu contientv. Le facteurv
est dit préfixe (resp. suffixe) siu1 (resp.u2) est le mot vide.

Soientu ∈ Aω, w un facteur deu et x une lettre deA. Le langage des facteurs de
longueurn deu est notéLn(u) et l’ensemble de tous les facteurs deu est notéL(u). La
lettrex est un prolongement à gauche (resp. à droite) dew si xw (resp.wx) appartient à
L(u). Un facteurv deu est dit spécial à gauche (resp. à droite) siav etbv (resp.va etvb)
sont dansu. Un facteur à la fois spécial à gauche et à droite est dit bispécial.

La fonction de complexité deu est l’application deN dansN
∗ définie parpu(n) =

#Ln(u), où#Ln(u) désigne le cardinal deLn(u). Dans tout ce qui suit, la fonction de
complexité,pu, d’un motu sera simplement notéep.

On appelle différence première de la fonction de complexitédeu, la fonction notée
s et définie par :s(n) = p(n + 1) − p(n). On en déduit la formulep(n) = p(k0) +



∑n−1

k=k0
s (k) . Sur un alphabet à deux lettres la fonctions compte le nombre de facteurs

spéciaux à droite d’une longueur donnée dansu. Il se trouve que le dénombrement de
certains facteurs bispéciaux intervient dans la détermination de la fonctions (voir section
3 et 4).

Un morphismef est une application deA∗ dans lui-même telle quef(uv) = f(u)f(v)
pour tousu, v ∈ A∗.

On dit qu’un mot infiniu est engendré par un morphismef s’il existe une lettrea telle
que les motsa, f(a), f2(a), · · · , fn(a), · · · sont des préfixes de plus en plus longs deu.
On note alorsu = fω(a).

Soit u un mot infini surA et v un facteur deu. Le vecteur de Parikh dev estχ(v) =
(|v|a , |v|b). On appelle matrice d’incidence d’un morphismeϕ la matrice

Mϕ =

(

|ϕ (a)|a |ϕ (b)|a
|ϕ (a)|b |ϕ (b)|b

)

.

3. Facteurs bispéciaux non ordinaires de Fl, m

Définition 3.1. Soitu un mot infini surA etv un facteur bispécial deu.

– v est dit bispécial fort siava, avb, bva, bvb sont des facteurs deu.

– v est dit bispécial faible si uniquementava et bvb, ouavb et bva, sont des facteurs
deu.

– v est dit bispécial bispécial ordinaire siv n’est ni fort ni faible.

Définition 3.2. Un facteur bispécial deFl, m est dit court s’il ne contient aucun des trois
motsal+1, bm et ba. Un facteur bispécial deFl, m qui n’est pas court sera dit bispécial
long.

Lemme 3.1.

1) Fl, m possède exactement un facteur bispécial court et faible :bm−1.

2) Fl, m possède exactement deux facteurs bispéciaux courts et forts qui sont :
ǫ, al.

Lemme 3.2. Soitw un facteur deFl, m. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) w est bispécial long deFl, m.

2) Il existe un facteur bispécialv de Fl, m tel quew = σ̂l, m(v) où σ̂l, m(v) =
σl, m(v)al. De plus,v etw sont de même type et|v| < |w|.

Les preuves des lemmes 3.1 et 3.2 sont longues et techniques mais elles utilisent une
méthode générale développée dans [5] (voir aussi [3]). De cefait, nous ommettons ces
preuves.

En conséquence, nous avons :

1) Les facteurs bispéciaux faibles deFl, m sont donnés par la suite(yn) définie par
y1 = bm−1 etyn+1 = σ̂l, m (yn) pourn ≥ 1.

2) Les facteurs bispéciaux forts deFl, m sont donnés par la suite(xn) définie par
x0 = ε etxn+1 = σ̂l, m (xn) pourn ≥ 0.



4. Complexité de Fl, m

Définition 4.1. Soit v, w ∈ A∗ et χ (v) , χ (w) leurs vecteurs de Parikh. On dira que
χ (v) est inférieur àχ (w) et on écriraχ (v) ≤ χ (w) lorsque|v|x ≤ |w|x pour tout
x ∈ A. De plus, siχ(v) 6= χ(w), on noteχ(v) < χ(w).

Proposition 4.1. Soientv, w, v′, w′ quatre mots finis tels quev′ = σ̂l, m(v) et w′ =
σ̂l, m(w). Alors,

χ (v) < χ (w) =⇒ χ (v′) < χ (w′)

Démonstration.D’une part, nous avons|v′|a = l |v|a+|v|b+l et|w′|a = l |w|a+|w|b+l ;
donc|v′|a < |w′|a.
D’autre part, nous avons|v′|b = m |v|b et |w′|a = m |w|a ; donc|v′|b ≤ |w′|b.

Proposition 4.2. Pour toutm ≥ 2 on a :

∀n ≥ 0, χ (xn) < χ (yn+1) < χ (xn+2)

Démonstration.Nous avonsχ (x0) < χ (y1) < χ (x2) puisquex0 = ε, y1 = bm−1 et

x2 =
(

albm
)l

al. Supposons, les inégalités vraies jusqu’à l’ordren, i.e.,

χ (xn) < χ (yn+1) < χ (xn+2) .

D’après la proposition 4.1, nous obtenonsχ (xn+1) < χ (yn+2) < χ (xn+3).

Le lemme suivant décrit la fonctions.

Lemme 4.1. Soitn ∈ N on a :

– s(n) = 1 pourn = 0.

– Sin ∈ N
∗, on notek le plus grand entier tel quen > |xk|.

1) Sik = 0, on a :s(n) =

{

2 si 1 ≤ n ≤ min(l, m − 1)
1 si m ≤ n ≤ l

.

2) Sinon, on a :s(n) =







3 si n ≤ |yk|
2 si |yk| < n ≤ |yk+1|
1 si |yk+1| < n

.

Démonstration.La fonctions est donnée par la formule suivante

s(n) = 1 + # {w bispécial fort: |w| < n} − # {w bispécial faible: |w| < n} .

Nous savons ques(0) = 1. On observe aussi ques(n) = 2 si 1 ≤ n ≤ min(l, m − 1) et
s(n) = 1 si m ≤ n ≤ l.

Supposonsn ≥ |x1|. On notek le plus grand entier tel quen > |xk|. Alors, on a :

s(n) = 1 + (k + 1) −







k − 1 si n ≤ |yk|
k si |yk| < n ≤ |yk+1|
k + 1 si |yk+1| < n

.

Ce qui prouve le lemme.

Théorème 4.3.La complexité deFl, m satisfait les inégalités suivantes :

n + 1 ≤ p(n) ≤ 3n + 1.



Démonstration.D’après le lemme 4.1, nous avons

∀n ≥ 0, 1 ≤ s(n) ≤ 3.

D’où,

1 +

n−1
∑

k=0

1 ≤ p(n) ≤ 1 +

n−1
∑

k=0

3.

Lemme 4.2. Nous avons les équivalences suivantes.

1) m ∈
[

2, 2l2 + 1
]

⇐⇒ ∃k0 ∈ N : ∀k ≥ k0, |xk| − |yk| > 0.

2) m ∈
[

2l2 + 2, ∞
[

⇐⇒ ∃k0 ∈ N : ∀k ≥ k0, |xk| − |yk| < 0.

Démonstration.Considérons les suites(vk)k≥1
et (Vk)k≥1

définies parvk = |xk| − |yk|
etVk = χ (xk) − χ (yk). Nous avons :

V1 =

(

l

−m + 1

)

et Vk+1 = AVk

où A =

(

l 1
m 0

)

désigne la matrice d’incidence deσl, m. Les valeurs propres deA,

étant racines deX2 − lX − m, sont

λ1 =
l +

√
l2 + 4m

2
et λ2 =

l −
√

l2 + 4m

2
.

Observons queλ1 > l ≥ 1 et |λ2| < λ1. Par ailleurs, nous avons

∀k ≥ 1, vk =
(

1 1
)

Vk.

D’où,

vk =
(

1 1
)

Ak−1

(

l

−m + 1

)

=α1λ
k−1

1 + α2λ
k−1

2

avecα1 etα2 vérifiant le système
{

α1 + α2 = l − m + 1
α1λ1 + α2λ2 = l2 + lm − m + 1

.

Nous avons

α1 =
l2 + lm − m + 1 − λ2 (l − m + 1)

(λ1 − λ2)
,

α2 =
l2 + lm − m + 1 − λ1 (l − m + 1)

(λ2 − λ1)
.

Puisque|λ2| < λ1, alorsvk est du signe deα1 pourk assez grand.

Cas 1.l − m + 1 ≥ 0. Alors, nous avons−λ2 (l − m + 1) ≥ 0 car λ2 < 0. Donc,
α1 > 0 puisqueλ1 − λ2 > 0 et l2 + lm − m + 1 = l2 + l(m − 1) + 1 > 0.



Cas 2.l − m + 1 < 0. Nous avons :

α1 > 0 ⇐⇒ λ2 >
l2 + lm− m + 1

l − m + 1

⇐⇒ l −
√

l2 + 4m

2
>

l2 + lm − m + 1

l − m + 1

⇐⇒ l2 + 4m <

(

−l2 − 3lm + l + 2m − 2
)2

(l − m + 1)
2

car−l2 − 3lm + l + 2m − 2 = m(2 − 3l) − l(l − 1) − 2 < 0 et l − m + 1 < 0.
La dernière inégalité peut se ramener à l’inégalité suivante :

Pl (m) = m3+m2
(

−2l2 + l − 3
)

+m
(

−2l3 + 3l2 − 2l + 3
)

+l3−l2+l−1 < 0

Si l = 1 alorsPl(m) = m(m2 − 4m + 2). Donc,Pl(m) < 0 ⇐⇒ m ∈ {2, 3}.

Supposons désormaisl ≥ 2. La dérivée

P ′
l (m) = 3m2 + 2m

(

−2l2 + l − 3
)

− 2l3 + 3l2 − 2l + 3

admet deux racines de signes contraires

β1 =
2l2 − l + 3 +

√
4l4 + 2l3 + 4l2

3
> 0,

β2 =
2l2 − l + 3 −

√
4l4 + 2l3 + 4l2

3
< 0

et est négative entre ces deux racines. Donc,Pl est décroissante sur[β1, β2] qui
contient0 et croît sur]−∞, β1] ∪ [β2, +∞[. De plus, on vérifie quePl(0) > 0,
Pl(1) < 0, Pl(2l2+1) < 0 etPl(2l2+2) > 0. Ce qui implique que,Pl admet deux
racines positivesm1 etm2 et une troisième racine négativem3 avec0 < m1 < 1,
2l2 + 1 < m2 < 2l2 + 2 etm1 ≤ β2 ≤ m2. Donc,Pl est strictement négative sur
]m1, m2[ et strictement positive sur]m2, +∞[. Ainsi, α1 > 0 si m ∈ [2, 2l2 + 1]
etα1 < 0 si m ≥ 2l2 + 2.

En définitive, nous avons :

1) m ∈
[

2, 2l2 + 1
]

⇐⇒ ∃k0 ∈ N : ∀k ≥ k0, |xk| − |yk| > 0.

2) m ∈
[

2l2 + 2, ∞
[

⇐⇒ ∃k0 ∈ N : ∀k ≥ k0, |xk| − |yk| < 0.

Théorème 4.4. 1) Sim ∈
[

2, 2l2 + 1
]

alors, il existe une constantec et un entier
natureln0 tels que pour toutn > n0

n + 1 ≤ p(n) ≤ 2n + c.

2) Sim ∈
[

2l2 + 2, +∞
[

alors, il existe une constantec et un entier natureln1

tels que pour toutn > n1

2n + c ≤ p(n) ≤ 3n + 1.



Démonstration.Supposonsm ∈ [2, 2l2 + 1]. Alors, il existek0 tel que pour toutk ≥ k0,
vk > 0. Dans ce cas, pourn ∈ ]|xk| , |xk+1|] nous avons

s(n) = 1 + (k + 1) −
{

k si n ≤ |yk+1|
k + 1 si |yk+1| < n

.

D’où,

s(n) =

{

2 si |yk| < n ≤ |yk+1|
1 si |yk+1| < n

.

Donc,

∀n ≥ |xk0
|, 1 ≤ s (n) ≤ 2.

En prenant la somme, on obtient les inégalités

n−1
∑

k=|xk0
|

1 ≤
n−1
∑

k=|xk0
|

s (k) ≤
n−1
∑

k=|xk0
|

2.

Soit encore

p (|xk0
|) + n − |xk0

| ≤ p(n) ≤ p (|xk0
|) + 2 (n − |xk0

|) .

D’où,

n + 1 ≤ p(n) ≤ 2n + c, avec c ∈ Z.

Supposonsm ≥ 2l2 + 2. Alors, d’après le lemme 4.2, il existek0 tel que pour tout
k ≥ k0, vk < 0.

Dans ce cas, pourn ∈ ]|xk| , |xk+1|] nous avons

s(n) = 1 + (k + 1) −
{

k − 1 si n ≤ |yk|
k si |yk| < n

.

D’où,

s(n) =

{

3 si n ≤ |yk|
2 si |yk| < n ≤ |xk+1| .

Donc,

∀n ≥ |xk0
|, 2 ≤ s (n) ≤ 3.

Ainsi, en procédant de façon similaire que précédemment, onobtient

2n + c ≤ p(n) ≤ 3n + 1, avec c ∈ Z.
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