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RESUME. Dans ce travail nous analysons en premier lieu les équilibres du modéle AM2b développé
dans [2]. Nous tentons par la suite d’appliquer quelques observateurs classiques de la littérature a
savoir I'observateur asymptotique et I'estimateur basé sur un observateur [1]. Nous montrons par
simulation que la persistance de I'excitation est une condition primordiale dans I'estimation d'état.

ABSTRACT. Part of this paper deals with the analysis of the AM2b model equilibria developed in [2].
Classical observers as the asymptotic observer and the observer-based estimator [1] are applied to
this model. We show that the persistence of excitation is an essential condition to the state estimation.
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1. Introduction

Un contrdle efficace d'un systéme réel est basé sur un boneuligne a I'aide des
capteurs physiques, mesurant les différentes variablass iVest clair qu’on ne peut pas
utiliser un grand nombre de capteurs physiques pour caismt@récisément le compor-
tement du systéme, car i) la technologie ne le permet pasenagii) ils sont malheureu-
sement trop colteux. Dans les bioprocédés, souvent lesabgma ne sont pas accessibles
en ligne. Aussi, les cinétiques biologiques sont inceesiou inconnues. Une alternative
pour pallier ces limitations est I'estimation de ces dfdétes variables par I'intermédiaire
des observateurs d’'état ou capteurs logiciels (terme gebgans [1]). Il s’agit d'utiliser
le modéle du procédé pour reconstruire asymptotiquemeréties inaccessibles sur la
base des entrées et des sorties mesurées.

Le but de ce papier est d’analyser les équilibres du modél2iAdéveloppé dans [2]
et de lui appliquer quelques observateurs classiques psunidprocédés [1] afin d’esti-
mer certaines variables inconnues. Des résultats de gionulont présentés et discutés.

2. Le modele AM2b

Le modele AM2b proposé dans [2] est donné par les équatief}:(1

S1 = D(Siin — S1) — k1 (S1) X1, [1]
X1 = [p(S1)+ p(S) — Do — D1] X1, [2]
Sy = D(Sain — Sa) — kapia(S2) Xz + [kapr (S1) + baps(S)] X1, [3]
Xy = [u2(Ss) — Dy — D1]Xo, [4]

S = [bsu1(S1) + Do — bip(S)| X1 + [bap2(S2) + Dol X2 — BS, (5]

avec :B = D+ (1 — B)D;.

Le modele décrit la dynamique d’un traitement biologiquaénbie des eaux usées,
ou le substrab; est dégradé par un écosystéme bactékiemour produire les substrats
Ss etS. Le substrafS; est transformé par un consortium de bactékigen.S. Ce dernier
est aussi produit par la mortalité dg et deX- et sera dégradé paf;, pour produireS,.

Les parametres; et b, sont les coefficients pseudo-stoechiométriqliesst le taux
de dilution, Dy et D; sont respectivement le taux de mortalité et le taux de smeide
la biomasseSy;, et Ss;, sont respectivement les concentrations en entrég, ds Ss.
Notons queSy, Se et 35 (0 < 8 < 1) traversent la membrane sans rétention, tandis que
X1, Xo et(1 — B)S sontretenus.

11(S1), p2(S2) etu(S) sont des fonctions non linéaires satisfont les propriétés-m
trées par la Figure 1. Pour nos simulations, prenons comera@e:; et des fonctions
Monod etus une fonction Haldane :

m1Sy

- - mQSQ mS
K1+ S

pa(Se) = — 122 sy =
Ko+ S5+ ?21

pa(S1) :

et utilisons les valeurs des parameétres biologiques piésgpar le Tableau 1.



p1(S1) p2(S2) w(S)

w1 (o0)=mq

udt|

p(o0)=m

;/1 >0pourSy >0

’! M
un>0pourd < Sp < Sy u! >0 poursS >0

M’2§< 0 pourSg > Séu

11 (0)=0 S1 #2(0) s So 1(0)=0 S

Figure 1. Les fonctions non linéaires 1 (S1), u2(S2) et u(S).

Tableau 1. Valeurs des parametres biologiques du modele AM2b

Parameétres Valeurs| Paramétres Valeurs| Paramétres Valeurs
ma 1.2 8 0.6 bo 0.6
K, 10 k1 25 b3 7
mo 1.5 /{2 15 b4 5
K, 0.3 ks 16.08 m 0.14
K; 0.9 b1 5 K 3
D 1 Dy 0.25 D, 0.25
Stin 10 S9in 0.6

3. Equilibres du modéle AM2b

Les équilibres du systéeme AM2b s’obtiennent lorsque lef/élés (1-5) s’annulent.
Nous introduisons par la suite les fonctions suivantes :

Sy = F(8) := py (Do + D1 — pu(S)), [6]
_ — L 32
S = G(S51) := (S1in — S1) (Bl + Ml(Sl)) , [7]
J— . py— . — CS_
S = H;(S1) :== C1 + (S1in — 51) (02 + Ml(Sl)) ; (8]

ou B; etC; sont des constantes dépendant des parametres du systérfedegtails dans
[2]). Pour calculer les équilibres, trois cas doivent étesidérés par les lemmes suivants.

Lemme 3.1 : Lessivage deX;

Les équilibres(ST, X7, S5, X5, S*) du systéme (1-5) pour lesquelsy = 0 sont
donnés par :

— I'équilibre de lessivage d&; et X5, EJ = (S1in, 0, Sain, 0,0), qui existe toujours,

— les équilibres de lessivage d& mais pas deXs, Ej = (Siin, 0, A5, X&*, S™),
i = 10u 2, 0U\, sont les solutions de I'équatiqr(S3) = Do + D; et, Xi* et S™* sont
donnés par les formules :

_ Y _ bs + 525 _
X = P ) g I TB (g, k), =12
ks(Do + D1) 8+ (1~ 8) 31k

qui existent si et seulement$i;,, > 5.



Lemme 3.2 : Présence de&X; et lessivage d&»

Soit (ST, X7, 55, X5,5*) un équilibre du systeme (1-5). 8i, > 0 et X5 = 0 alors
onald < 51 < Stin, S2 > 0etS > 0. De plusS; et S* sont solutions du systéme
d’équations :

S1=F(S),
{ S = G(Sy). 4]
X7 etS; sont donnés par les formules :
* Slin_ST * * * Sliﬂ_sl
X{=D———, Sy = Soin + [kop1 (ST) + bau(S
1 Ty (S5) 5 = Sain + [k2p1(57) + bapu(S57)] T (S5)

Lemme 3.3 : Présence deX; et X,

Soit (ST, X7, S5, X5,5*) un équilibre du systéme (1-5). 8i; > 0 et X, > 0 alors
onal < S < Siin, S5 = Ny, i = 1,2 etS > 0. Autrement ditS; est une solution de
'équationps(S3) = Do + D;. De plusS; et S* sont solutions du systéme d’équations :

S1=F(9),
{ 51: H;(Sh),i=1,2. [10]

X7 et X&* sont donnés par les formules :

Stin — 57
kvpa(SY)

avec la condition suivante :

[S1in — St]lk2pt1 (ST) + bapu(S*)] 4 (S2in — Ay)k1pu1(SY)

Xf=D )
! k1ks(Do + D1)u1(ST)

X =D

Stin — ST
klﬂl(sik) .

Pour plus de détails sur le calcul des équilibres, le leqteurra se référer a [2] et [3].

Ny < Soin + (k2p1(ST) + bap(S*)) [11]

4. Observateurs pour le modele AM2b

Les techniques qui permettent de développer un obseryateutes bioprocédés sont
nombreuses. Le choix de la méthode est intimement lié a lEt@eaaux incertitudes du
modele et des données [1], [4]. Quand les cinétiques bigleg sont mal connues, on uti-
lise des observateurs asymptotiques et en présence destuies du modele, on utilise
des observateurs par intervalle. Si le modéle est correstewalidé, on construit alors
des observateurs a grands gains et quand certains paras@iténconnus, on utilise des
estimateurs basés sur des observateurs.

Nous appliquons par la suite a notre systeme un observatgonpaotique et un esti-
mateur basé sur un observateur et nous verrons, que cerdegmienverge pas a cause de
la condition ‘Persistance de I'excitatidrqui n’est pas vérifiée. Dans beaucoup d’articles
gue nous avons revus, les auteurs appliquent I'estimatsé sur un observateur sans
vérifier a priori cette condition.

Réécrivons tous d'abord le systeme (1-5) sous la forme aiglta proposée dans [1],
tel que¢ = [S1, X1, 5o, Xo, S| est le vecteur d'état.

£=F(Op(€) — DE— Q + D&y,



Sl _lel 0 0 D 0 0 0 0 Sl DSlin
X1 X1 0 X1 1 0 Dog+Dy O 0 01]f X1 0
Sg =| ko Xy —k3Xo ba X1 [lp2|—| O 0 D 0 0| S [+|DS%in
X2 0 X 0 o] 0 0 0 Do+D1 0} X2 0
S bs X1 biXo —b01X3 0 —Dy 0 —Dy Bl S 0

Nous supposons qu®, S, et @Q,, = keu2(S2)X2 (débit d’un biogaz produit) sont
mesurables, les fonctions, u» et u sont incertaines et les variablés, X, et.S sont
inconnues. Nous proposons alors :

1) un observateur asymptotique pour estinigr X, et.S.

2) un estimateur basé sur un observateur pour esjimer, et u.

4.1. Observateur asymptotique

Cet observateur a été introduit dans [1]. Son principe sbasi trouver une combi-
naison linéaire entre les variables d’état mesurées etsceltonnues, en éliminant les
fonctions incertaineg, u2 et . Proposons alors les combinaisons suivanteX Ui
et S sont respectivement les estiméesXe X, et S :

Zi = S=hXo+ BgRs, = X = LlS— 7+ 252
ZQ = X2 ES X2 — 22
Zy = S+pS+ph+i2)S = § = 22— % gk +52)5)]

Les dynamiques;, Z» et Z5 s'écrivent alors dans la nouvelle base comme suit (avec
w2 = p2(S2) X = %—Z et ks est une constante biologique) :

Zi = —(Do+Di)Zy — (D =Dy - Dy)S, — [{2=Poplllacbol [ g, 4
' DSain + (k2 — b2)S1in — k32
Zy = 2~ (Do+ D1)Zs [13]
Zs = FRZy+ B2y~ BZy— |D - 50 - B} Sy — [k?, - %} @2 + DSoin+
kz—b
L (kz + b’gfz) Stin + [% + B (g + b2y — D (ky + bzfz} s,

La convergence asymptotique de I'observateur (13) eshgarsi Dy + D, et B sont
régulierement persistants ([1], [4]), c’est a difé¢; > 0,¢2 > 0,d; > 0,ds > 0tel que
vtona:

t+co t+d2
0<c < / (Do(7) + Di(1))dr, 0<dy < / B(7)dr.
t t

Nous présentons sur la Figure 2 les résultats de simulatibteus par cet obser-
vateur. Nous remarquons que les erreurs d’estimatios X; — X1, 60 = Xo — Xo
ete; = S — S sont nulles en régime permanent. L'observateur asympi@tigst donc
robuste vis a vis des incertitudes du modéle (les fonctiooertainesg:y, jo et ).

4.2. Estimateur basé sur un observateur

L'idée d’'un estimateur basé sur un observateur est d'etiliss variables mesurées
ou observées pour estimer des cinétiques ou des paramm&toesnus du modéle [1]. Les
dynamiques de ces derniers sont supposées lentes et pétreaagsimilées a zéro.

[12]
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Figure 2. Les variables X1, X» et S estimées par I'observateur asymptotique (13).

Soitle modeéle général suivant, p(€) représente le vecteur des parametres a estimer :

¢ F(©)p(€) ~ DE~ Q + Dby,
ho 20 14l

L'algorithme de I'estimateur basé sur un observateur &'éous la forme :

{ £ = F(pE) - DE— Q+ Déin — AD(E - &), 125
po= [FEI'T)E -9,
avec§) et I" sont les matrices des gains de I'estimateur. Elles peuvenichoisies
diagonales 2 = diag{w;} avecw; € R~ etI' = diag{~y;} avecy,; € R™ ([1], [6]).
Soient(e; = £ — &) et(ea = p — p) les erreurs de I'estimation, nous avons alors :

] =i ][0 e

Le systéme (16) converge exponentiellement vers son brgiditablgle; = 0,e2 = 0)
Si:

— La matriceF'(£) est régulierement persistante, 1e; > 0, ¢ > 0 telle que :
al < /Y F (@) FT (5(r) dr [17]

La persistance garantit qu'on dispose de suffisamment desgsret que I'expérience est
riche en information.

— La matricef)(t) est stable.

— La matricel'(¢) est symétrique définie positive.

Pour plus de détail sur cet estimateur, nous conseillorectedr de se référer a [1].
Notons que le réglage de I'estimateur peut étre délicatesadynamiques des compo-
sants de sont couplées et peuvent dépendre de plus d’'une varialibg déS. Afin de
surmonter ce probléme, une technique de découplage a ¢égg@dans [6].

Appliquons I'estimateur basé sur un observateur (15) auhedd?2), telles queq;, .S2)
sont mesurées eX(;, X») sont supposées estimées par I'observateur asymptofiGje (
Nous avons ainsi :

Sl =D(S1in — S1) — k1 X1/11(S1) — w1 (S1 — g1)

32 =D(Sin — S2) — k3Xafia(Sa) + ka X111 (S1) + b2 X1/1(S) — wa(Sy — S)
X5=X5/15(S) — (Do + D1)X> — ws(Xz — Xa) (18]
fiy ==k1 X171 (S1 = 51) + k2 X172(52 — 52)

fig =—k3X572(S2 — S2) + Xo73(X2 — X3)

fi =baX172(S2 — S2)




Les résultats de simulation obtenus pour des gajns 0 et; > 0 sont montrés par
la Figure 3 (avec ce choiX)(t) est stable eF(¢) est symétrique définie positive).
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Figure 3. Les variables estimées par I'estimateur basé sur un observateur (18).

Nous remarquons que malheureusement, I'estimateur basénsobservateur (18)
ne converge pas pour la variahl¢S). Ceci est di a la non persistance de la matrice
F(¢), c’est a dire la condition (17) n'est pas vérifiée. Autremdititnous ne disposons
pas de suffisamment de données et I'expérience (ici faitsipariation) n’est pas riche
en information. Pour pallier ce probleme, il faut excitengple systéeme par des entrées
régulierement persistantes. Pour vérifier ceci, nous mapoainsi d'appliquer ud(t)
variable dans le temps (voir Figure 4), ce qui est souverdsadaun point de vue pratique
et nous refaisons I'expérience, dont les résultats de atioul sont montrés par la Figure
5.
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Figure 4. La forme de I'entrée D(t) variable dans le temps.

Remarquons que cette fois-ci, les résultats obtenus satieane que ceux obtenus
avec une entré® constante et que les erreurs d’estimation convergent vensr8gime
permanent. Notons donc, que les mesures obtenues d’'umgystaus-excité ne garan-
tissent pas la convergence de I'estimateur basé sur unvaibser.

5. Conclusion

Dans cet article nous avons présenté le modéle AM2b dévéldaps [2] et ses équi-
libres. Le probléme de calcul des équilibres est transfamgrobléme de résolution des
systemes d’équations (9) et (10). Dans [2] nous montronsnéthode graphique de dé-
termination des équilibres. Nous avons appliqué par l& suitobservateur asymptotique
[1] pour estimer les variables d'état inaccessibles entdigsi incertitudes du modele. La
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Figure 5. Les variables estimées par I'estimateur basé observateur (18) avec D(t) variable
dans le temps.

robustesse de cet observateur a été montrée par simuldti@stimateur basé sur un ob-
servateur [1] a été aussi testé sur le systéme. Malheurem$smconvergence n'a pas eu
lieu a cause du probleme de la non persistance de I'excitdtious avons ainsi proposé
d’appliquer au systéme une entrée (le taux de dilution) plrsistante afin de I'exciter
plus et rendre donc les mesures plus riches en information.
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