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RÉSUMÉ. Dans ce travail nous analysons en premier lieu les équilibres du modèle AM2b développé
dans [2]. Nous tentons par la suite d’appliquer quelques observateurs classiques de la littérature à
savoir l’observateur asymptotique et l’estimateur basé sur un observateur [1]. Nous montrons par
simulation que la persistance de l’excitation est une condition primordiale dans l’estimation d’état.

ABSTRACT. Part of this paper deals with the analysis of the AM2b model equilibria developed in [2].
Classical observers as the asymptotic observer and the observer-based estimator [1] are applied to
this model. We show that the persistence of excitation is an essential condition to the state estimation.
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1. Introduction

Un contrôle efficace d’un système réel est basé sur un bon suivi en ligne à l’aide des
capteurs physiques, mesurant les différentes variables. Mais il est clair qu’on ne peut pas
utiliser un grand nombre de capteurs physiques pour caractériser précisément le compor-
tement du système, car i) la technologie ne le permet pas encore ou, ii) ils sont malheureu-
sement trop coûteux. Dans les bioprocédés, souvent les biomasses ne sont pas accessibles
en ligne. Aussi, les cinétiques biologiques sont incertaines ou inconnues. Une alternative
pour pallier ces limitations est l’estimation de ces différentes variables par l’intermédiaire
des observateurs d’état ou capteurs logiciels (terme proposé dans [1]). Il s’agit d’utiliser
le modèle du procédé pour reconstruire asymptotiquement les états inaccessibles sur la
base des entrées et des sorties mesurées.

Le but de ce papier est d’analyser les équilibres du modèle AM2b développé dans [2]
et de lui appliquer quelques observateurs classiques pour les bioprocédés [1] afin d’esti-
mer certaines variables inconnues. Des résultats de simulation sont présentés et discutés.

2. Le modèle AM2b

Le modèle AM2b proposé dans [2] est donné par les équations (1-5) :

Ṡ1 = D(S1in − S1)− k1µ1(S1)X1, [1]

Ẋ1 = [µ1(S1) + µ(S)−D0 −D1]X1, [2]

Ṡ2 = D(S2in − S2)− k3µ2(S2)X2 + [k2µ1(S1) + b2µ(S)]X1, [3]

Ẋ2 = [µ2(S2)−D0 −D1]X2, [4]

Ṡ = [b3µ1(S1) +D0 − b1µ(S)]X1 + [b4µ2(S2) +D0]X2 −BS, [5]

avec :B = βD + (1 − β)D1.
Le modèle décrit la dynamique d’un traitement biologique anaérobie des eaux usées,

où le substratS1 est dégradé par un écosystème bactérienX1 pour produire les substrats
S2 etS. Le substratS2 est transformé par un consortium de bactériesX2 enS. Ce dernier
est aussi produit par la mortalité deX1 et deX2 et sera dégradé parX1 pour produireS2.

Les paramètreski et bi sont les coefficients pseudo-stœchiométriques,D est le taux
de dilution,D0 etD1 sont respectivement le taux de mortalité et le taux de soutirage de
la biomasse,S1in et S2in sont respectivement les concentrations en entrée deS1 et S2.
Notons queS1, S2 etβS (0 ≤ β ≤ 1) traversent la membrane sans rétention, tandis que
X1, X2 et (1− β)S sont retenus.

µ1(S1), µ2(S2) etµ(S) sont des fonctions non linéaires satisfont les propriétés mon-
trées par la Figure 1. Pour nos simulations, prenons comme exempleµ1 etµ des fonctions
Monod etµ2 une fonction Haldane :

µ1(S1) :=
m1S1

K1 + S1
, µ2(S2) :=

m2S2

K2 + S2 +
S2
2

KI

, µ(S) :=
mS

K + S
,

et utilisons les valeurs des paramètres biologiques présentées par le Tableau 1.
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Figure 1. Les fonctions non linéaires µ1(S1), µ2(S2) et µ(S).

Tableau 1. Valeurs des paramètres biologiques du modèle AM2b
Paramètres Valeurs Paramètres Valeurs Paramètres Valeurs

m1 1.2 β 0.6 b2 0.6
K1 10 k1 25 b3 7
m2 1.5 k2 15 b4 5
K2 0.3 k3 16.08 m 0.14
KI 0.9 b1 5 K 3

D 1 D0 0.25 D1 0.25
S1in 10 S2in 0.6

3. Équilibres du modèle AM2b

Les équilibres du système AM2b s’obtiennent lorsque les dérivées (1-5) s’annulent.
Nous introduisons par la suite les fonctions suivantes :

S1 = F (S) := µ−1
1 (D0 +D1 − µ(S)), [6]

S = G(S1) := (S1in − S1)

(

B1 +
B2

µ1(S1)

)

, [7]

S = Hi(S1) := C1 + (S1in − S1)

(

C2 +
C3

µ1(S1)

)

, [8]

oùBi etCi sont des constantes dépendant des paramètres du système (voir le détails dans
[2]). Pour calculer les équilibres, trois cas doivent être considérés par les lemmes suivants.

Lemme 3.1 : Lessivage deX1

Les équilibres(S∗

1 , X
∗

1 , S
∗

2 , X
∗

2 , S
∗) du système (1-5) pour lesquelsX∗

1 = 0 sont
donnés par :

– l’équilibre de lessivage deX1 etX2, E0
0 = (S1in, 0, S2in, 0, 0), qui existe toujours,

– les équilibres de lessivage deX1 mais pas deX2, Ei
0 = (S1in, 0, λ

i
2, X

i∗
2 , Si∗),

i = 1 ou 2, oùλi
2 sont les solutions de l’équationµ2(S

∗

2 ) = D0 +D1 et,X i∗
2 etSi∗ sont

donnés par les formules :

X i∗
2 =

D(S2in − λi
2)

k3(D0 +D1)
, Si∗ =

b4 +
D0

D0+D1

[β + (1− β)D1

D
]k3

(S2in − λi
2), i = 1, 2,

qui existent si et seulement siS2in > λi
2.



Lemme 3.2 : Présence deX1 et lessivage deX2

Soit(S∗

1 , X
∗

1 , S
∗

2 , X
∗

2 , S
∗) un équilibre du système (1-5). SiX1 > 0 etX∗

2 = 0 alors
on a 0 < S1 < S1in, S2 > 0 et S > 0. De plusS∗

1 et S∗ sont solutions du système
d’équations :

{

S1 = F (S),
S = G(S1).

[9]

X∗

1 etS∗

2 sont donnés par les formules :

X∗

1 = D
S1in − S∗

1

k1µ1(S∗

1 )
, S∗

2 = S2in + [k2µ1(S
∗

1 ) + b2µ(S
∗)]

S1in − S∗

1

k1µ1(S∗

1 )
.

Lemme 3.3 : Présence deX1 etX2

Soit(S∗

1 , X
∗

1 , S
∗

2 , X
∗

2 , S
∗) un équilibre du système (1-5). SiX1 > 0 etX2 > 0 alors

on a0 < S1 < S1in, S∗

2 = λi
2, i = 1, 2 etS > 0. Autrement dit,S∗

2 est une solution de
l’équationµ2(S

∗

2 ) = D0 +D1. De plusS∗

1 etS∗ sont solutions du système d’équations :

{

S1 = F (S),
S = Hi(S1), i=1, 2.

[10]

X∗

1 etX i∗
2 sont donnés par les formules :

X∗

1 = D
S1in − S∗

1

k1µ1(S∗

1 )
, X i∗

2 = D
[S1in − S∗

1 ][k2µ1(S
∗

1 ) + b2µ(S
∗)] + (S2in − λi

2)k1µ1(S
∗

1 )

k1k3(D0 +D1)µ1(S∗

1 )
,

avec la condition suivante :

λi
2 < S2in + (k2µ1(S

∗

1 ) + b2µ(S
∗))

S1in − S∗

1

k1µ1(S∗

1 )
. [11]

Pour plus de détails sur le calcul des équilibres, le lecteurpourra se référer à [2] et [3].

4. Observateurs pour le modèle AM2b

Les techniques qui permettent de développer un observateurpour les bioprocédés sont
nombreuses. Le choix de la méthode est intimement lié à la qualité et aux incertitudes du
modèle et des données [1], [4]. Quand les cinétiques biologiques sont mal connues, on uti-
lise des observateurs asymptotiques et en présence des incertitudes du modèle, on utilise
des observateurs par intervalle. Si le modèle est correctement validé, on construit alors
des observateurs à grands gains et quand certains paramètres sont inconnus, on utilise des
estimateurs basés sur des observateurs.

Nous appliquons par la suite à notre système un observateur asymptotique et un esti-
mateur basé sur un observateur et nous verrons, que ce dernier ne converge pas à cause de
la condition “Persistance de l’excitation” qui n’est pas vérifiée. Dans beaucoup d’articles
que nous avons revus, les auteurs appliquent l’estimateur basé sur un observateur sans
vérifier à priori cette condition.

Réécrivons tous d’abord le système (1-5) sous la forme matricielle proposée dans [1],
tel queξ = [S1, X1, S2, X2, S]

T est le vecteur d’état.

ξ̇ = F (ξ)ρ(ξ) −Dξ −Q+Dξin
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[12]

Nous supposons queS1, S2 etQm = k6µ2(S2)X2 (débit d’un biogaz produit) sont
mesurables, les fonctionsµ1, µ2 et µ sont incertaines et les variablesX1, X2 et S sont
inconnues. Nous proposons alors :

1) un observateur asymptotique pour estimerX1, X2 etS.

2) un estimateur basé sur un observateur pour estimerµ1, µ2 etµ.

4.1. Observateur asymptotique

Cet observateur a été introduit dans [1]. Son principe consiste à trouver une combi-
naison linéaire entre les variables d’état mesurées et celles inconnues, en éliminant les
fonctions incertainesµ1, µ2 etµ. Proposons alors les combinaisons suivantes oùX̂1, X̂2

et Ŝ sont respectivement les estimées deX1, X2 etS :

Z1 = S2 − b2X1 +
k2−b2
k1

S1 =⇒ X̂1 = 1
b2
[S2 − Ẑ1 +

k2−b2
k1 S1]

Z2 = X2 =⇒ X̂2 = Ẑ2

Z3 = S2 +
b2
b1
S + 1

k1
(k2 +

b3b2
b1

)S1 =⇒ Ŝ = b1
b2
[Ẑ3 − S2 −

1
k1
(k2 +

b3b2
b1

)S1]

Les dynamiqueṡZ1, Ż2 et Ż3 s’écrivent alors dans la nouvelle base comme suit (avec
ϕ2 = µ2(S2)X2 = Qm

k6
etk6 est une constante biologique) :

Ż1 = −(D0 +D1)Z1 − (D −D0 −D1)S2 −
[

(D−D0−D1)(k2−b2)
k1

]

S1+

DS2in + D
k1
(k2 − b2)S1in − k3ϕ2

Ż2 = ϕ2 − (D0 +D1)Z2

Ż3 = −D0

b1
Z1 +

D0b2
b1

Z2 −BZ3 −
[

D − D0

b1
−B

]

S2 −
[

k3 −
b4b2
b1

]

ϕ2 +DS2in+

D
k1

(

k2 +
b3b2
b1

)

S1in +
[

D0(k2−b2)
b1k1

+ B
k1
(k2 +

b3b2
b1

)− D
k1
(k2 +

b3b2
b1

]

S1

[13]

La convergence asymptotique de l’observateur (13) est garantie siD0 +D1 etB sont
régulièrement persistants ([1], [4]), c’est à dire :∃ c1 > 0, c2 > 0, d1 > 0, d2 > 0 tel que
∀t on a :

0 < c1 ≤

∫ t+c2

t

(D0(τ) +D1(τ))dτ, 0 < d1 ≤

∫ t+d2

t

B(τ)dτ.

Nous présentons sur la Figure 2 les résultats de simulationsobtenus par cet obser-
vateur. Nous remarquons que les erreurs d’estimatione1 = X1 − X̂1, e2 = X2 − X̂2

et e3 = S − Ŝ sont nulles en régime permanent. L’observateur asymptotique est donc
robuste vis à vis des incertitudes du modèle (les fonctions incertainesµ1, µ2 etµ).

4.2. Estimateur basé sur un observateur

L’idée d’un estimateur basé sur un observateur est d’utiliser les variables mesurées
ou observées pour estimer des cinétiques ou des paramètres inconnus du modèle [1]. Les
dynamiques de ces derniers sont supposées lentes et peuventêtre assimilées à zéro.
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Figure 2. Les variables X1, X2 et S estimées par l’observateur asymptotique (13). xxxx
xxxxxx xxxxxxx xxxxxxx

Soit le modèle général suivant, oùρ(ξ) représente le vecteur des paramètres à estimer :
{

ξ̇ = F (ξ)ρ(ξ)−Dξ −Q+Dξin,

ρ̇(ξ) = 0.
[14]

L’algorithme de l’estimateur basé sur un observateur s’écrit sous la forme :
{

˙̂
ξ = F (ξ)ρ̂(ξ)−Dξ −Q+Dξin − Ω(t)(ξ − ξ̂),
˙̂ρ = [F (ξ)]TΓ(t)(ξ − ξ̂),

[15]

avecΩ et Γ sont les matrices des gains de l’estimateur. Elles peuvent être choisies
diagonales :Ω = diag{ωi} avecωi ∈ R

− etΓ = diag{γj} avecγj ∈ R
+ ([1], [6]).

Soient(e1 = ξ − ξ̂) et (e2 = ρ− ρ̂) les erreurs de l’estimation, nous avons alors :
[

ė1
ė2

]

=

[

Ω(t) F (ξ)
−[F (ξ)]TΓ(t) 0

] [

e1
e2

]

[16]

Le système (16) converge exponentiellement vers son équilibre stable(e1 = 0, e2 = 0)
si :

– La matriceF (ξ) est régulièrement persistante, i.e∃ c1 > 0, c2 > 0 telle que :

c1I ≤
∫ t+c2

t
F (ξ(τ))FT (ξ(τ)) dτ [17]

La persistance garantit qu’on dispose de suffisamment de données et que l’expérience est
riche en information.

– La matriceΩ(t) est stable.

– La matriceΓ(t) est symétrique définie positive.
Pour plus de détail sur cet estimateur, nous conseillons le lecteur de se référer à [1].

Notons que le réglage de l’estimateur peut être délicat car les dynamiques des compo-
sants dêρ sont couplées et peuvent dépendre de plus d’une variable d’état deξ. Afin de
surmonter ce problème, une technique de découplage a été proposée dans [6].

Appliquons l’estimateur basé sur un observateur (15) au modèle (12), telles que (S1, S2)
sont mesurées et (X1, X2) sont supposées estimées par l’observateur asymptotique (13).
Nous avons ainsi :






































˙̂
S1 =D(S1in − S1)− k1X1µ̂1(S1)− ω1(S1 − Ŝ1)
˙̂
S2 =D(S2in − S2)− k3X2µ̂2(S2) + k2X1µ̂1(S1) + b2X1µ̂(S)− ω2(S2 − Ŝ2)
˙̂
X2=X2µ̂2(S2)− (D0 +D1)X2 − ω3(X2 − X̂2)
˙̂µ1 =−k1X1γ1(S1 − Ŝ1) + k2X1γ2(S2 − Ŝ2)
˙̂µ2 =−k3X2γ2(S2 − Ŝ2) +X2γ3(X2 − X̂2)
˙̂µ =b2X1γ2(S2 − Ŝ2)

[18]



Les résultats de simulation obtenus pour des gainsωi < 0 etγi > 0 sont montrés par
la Figure 3 (avec ce choix,Ω(t) est stable etΓ(t) est symétrique définie positive).

Ŝ1
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Figure 3. Les variables estimées par l’estimateur basé sur un observateur (18).

Nous remarquons que malheureusement, l’estimateur basé sur un observateur (18)
ne converge pas pour la variableµ(S). Ceci est dû à la non persistance de la matrice
F (ξ), c’est à dire la condition (17) n’est pas vérifiée. Autrementdit, nous ne disposons
pas de suffisamment de données et l’expérience (ici faite parsimulation) n’est pas riche
en information. Pour pallier ce problème, il faut exciter plus le système par des entrées
régulièrement persistantes. Pour vérifier ceci, nous proposons ainsi d’appliquer unD(t)
variable dans le temps (voir Figure 4), ce qui est souvent le cas d’un point de vue pratique
et nous refaisons l’expérience, dont les résultats de simulation sont montrés par la Figure
5.
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Figure 4. La forme de l’entrée D(t) variable dans le temps.

Remarquons que cette fois-ci, les résultats obtenus sont meilleurs que ceux obtenus
avec une entréeD constante et que les erreurs d’estimation convergent vers 0en régime
permanent. Notons donc, que les mesures obtenues d’un système sous-excité ne garan-
tissent pas la convergence de l’estimateur basé sur un observateur.

5. Conclusion

Dans cet article nous avons présenté le modèle AM2b développé dans [2] et ses équi-
libres. Le problème de calcul des équilibres est transforméen problème de résolution des
systèmes d’équations (9) et (10). Dans [2] nous montrons uneméthode graphique de dé-
termination des équilibres. Nous avons appliqué par la suite un observateur asymptotique
[1] pour estimer les variables d’état inaccessibles en dépit des incertitudes du modèle. La
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Figure 5. Les variables estimées par l’estimateur basé observateur (18) avec D(t) variable
dans le temps. xxxx xxxxxx xxxxx xxxxxx xxxxxxx xxxxxx xxxxxxx xxxxxx xxxxxxx xxxxxx
xxxxxxxxx
robustesse de cet observateur a été montrée par simulation.Un estimateur basé sur un ob-
servateur [1] a été aussi testé sur le système. Malheureusement sa convergence n’a pas eu
lieu à cause du problème de la non persistance de l’excitation. Nous avons ainsi proposé
d’appliquer au système une entrée (le taux de dilution) pluspersistante afin de l’exciter
plus et rendre donc les mesures plus riches en information.
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